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1 Einleitung und historische Bemerkungen

Die Lernsoftware Q2 ermoglicht einen Einstieg in die rechnerische Quanten-
physik an einfachen Systemen: Im Zentrum stehen Atome und zweiatomi-
ge Molekiile mit hochstens zwei Elektronen. Es wird ausfiihrlich auf wichti-
ge Grundprinzipien wie die Bedeutung der Quantisierung und der Wellen-
funktionen, das Pauli-Prinzip und den Zusammenhang mit wichtigen Mess-
grossen eingegangen. Ziel ist die Vermittlungen von zentralen Grundideen an
moglichst einfachen Systemen. Die ersten vier Kapitel bieten eine Einfithrung
in das Gebiet der Quanten- und Atomphysik auf dem Niveau eines anspruchs-
vollen Schulbuches (Bsp. Metzler [1]). Etwas weitergehende Erklarungen fin-
det man beispielsweise in den Lehrbiichern von Haken und Wolf [2], [3].
Die Kapitel 4 und 5 stellen ausgehend von der vertrauten Vektorgeometrie
die notigen mathematischen Grundlagen zusammen. Dazu gehort auch eine
(praxisorientierte) Erklarung von einigen Methoden der numerischen Mathe-
matik, welche tiber das Thema der vorliegenden Arbeit hinaus Bedeutung
haben. Auf Beweise und mathematische Inhalte, die den iiblichen Stoffum-
fang an Schweizer Gymnasien {ibersteigen, wurde weitgehend verzichtet. Ab
dem 6. Kapitel beginnt dann endlich die konkrete Arbeit mit den fiir die
Lernsoftware Q2 zentralen Programmen.

Der Text enthélt viele Ubungen, welche oft mit den zugehorigen Program-
men zu lésen sind. Die Anleitungen und Aufgaben sind fiir eine selbsténdi-
ge Arbeitsweise gedacht, trotzdem ist die Hilfe einer Lehrperson niitzlich.
Die Programme sind ohne grosse Raffinesse geschrieben, so dass der Co-
de verstandlich sein sollte und mit eigenen Ideen ergénzt werden kann. Die
Sprache Python bietet viele méchtige Werkzeuge im graphischen und nume-
rischen Bereich und ist deshalb bequem zu verwenden. Andererseits sind
Python-Programme in der Regel deutlich langsamer als zum Beispiel C-
oder Fortran-Routinen, dies sollte aber hier nicht so nachteilig sein, da es
ja um didaktische Aspekte (und nicht um ernsthafte Rechnungen) geht. Da
die Berechnung der sogenannten Zweiteilchenintegrale oft unangenehm lange
dauert, steht dafiir ein deutlich schnelleres Fortranprogramm zur Vefiigung,
welches allerdings die Installation eines entsprechenden Compilers erfordert.

1.1 Atomvorstellungen bis zum Jahr 1911

Robert Boyle vertrat bereits im 17. Jahrhundert die Idee, dass die Materie
aus kleinsten Teilchen (‘corpuscules’) aufgebaut sei. Damit ersetzte er die
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Abbildung 1: Mlustration von Daniel Bernoulli zu seinem Gasmodell: Der
Gasdruck entsteht durch Teilchen-Stosse gegen die Wénde. D. Bernoulli war
ab 1750 Inhaber des Lehrstuhls fiir Physik an der Universitit Basel.

alchemistische Vorstellung der vier Grundelemente Wasser, Erde, Feuer und
Luft. Den berithmten gaskinetischen Rechnungen von Daniel Bernoulli (1740)
lag ebenfalls eine atomistische Vorstellung zu Grunde. Im Verlauf des 18. und
19. Jahrhunderts wurde die Atomhypothese vor allem im Bereich der Che-
mie immer erfolgreicher (Lavoisier, Avogadro, Dalton, Loschmidt, ...). Um
das Jahr 1900 herum waren viele chemische Elemente (’Atomsorten’) bekannt
und im Periodensystem katalogisiert. J.J. Thomson wies 1897 nach, dass die
Kathodenstrahlen aus Teilchen ('Elektronen’) bestimmter Masse und nega-
tiver Ladung bestehen. Experimente mit der neu entdeckten Radioaktivitét
zeigten, dass sich verschiedene Elemente ineinander umwandeln kénnen und
die Atome also keineswegs unteilbar sind. Aus den bahnbrechenden Streuex-
perimenten von Ernest Rutherford (ca. 1909 bis 1911) folgte die Existenz von
dusserst kleinen (positiv geladenen) Atomkernen, welche praktisch die ganze
Masse eines Atoms enthalten. Um den Kern herum bewegen sich die Elektro-
nen in einer "Hiille’, die die Grosse des gesamten Atoms bestimmt. Der Kern
besteht im Fall des leichtesten Wasserstoffisotops aus einem Proton, dessen
Masse etwa 1836 mal grosser als die Elektronmasse ist.
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Abbildung 2: Beim Rutherford Streuversuch werden Alphateilchen aus einer
radioaktiven Quelle an einer diinnen Goldfolie gestreut. Fast alle Teilchen
fliegen ungehindert geradeaus durch die Folie. Selten kommt ein Partikel in
die Nahe einer der winzigen Atomkerne und wird stark abgelenkt.

1.2 Photoeffekt, Wellen und Teilchen

Zu Beginn des 19. Jahrhunderts zeigten Interferenzexperimente (Doppelspalt,
optisches Gitter) und andere Phinomene (Polarisation), dass das Licht ein-
deutig als Welle zu betrachten ist. Mit der Theorie von Maxwell und den
Messungen von Hertz wurde das Licht als elektromagnetische Welle identi-
fiziert. Etwa im gleichen Zeitraum wurden auch die Spektren verschiedener
Atome ausgemessen, konnten aber im Rahmen der Wellentheorie des Lichtes
nicht erklart werden. Beim (&dusseren) Photoeffekt werden durch Bestrah-
lung mit Licht aus einem Metall Ladungstréiger freigesetzt, welche 1899 von
Lenard als Elektronen identifiziert wurden. Messungen zeigten, dass die ki-
netische Energie der herausgeschlagenen Elektronen nicht von der Bestrah-
lungsstéirke abhéngt, aber mit zunehmender Lichtfrequenz f linear zunimmt.
Dieses Phéanomen wurde im Jahr 1905 von Einstein folgendermassen erklért:
Das Licht, welches auf die Metalloberfliche trifft, muss als Strom von Licht-
quanten (Photonen) mit der Energie

B=hf=hs (1)
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Abbildung 3: Schematische Darstellung der Photoeffektes

aufgefasst werden. (Das Planck’sche Wirkungsquantum h = 6.626069 - 10~34
Js wurde bereits einige Jahre friither von Max Planck in seiner Theorie der
emittierten Strahlung schwarzer Korper eingefiihrt, ¢ = 2.9979 - 10%m/s ist
die Lichtgeschwindigkeit.) Das heisst, das Licht wird in Form von "Teilchen’
(Quanten) absorbiert, was im krassen Widerspruch zur damals etablierten
Wellentheorie stand. Im Einklang mit dem Experiment wird kein Photoef-
fekt beobachtet, wenn die Energie £ = hf kleiner als die Bindungsenergie
W4 (Ablosearbeit) der Elektronen im Metall ist. Die (maximale) kinetische
Energie der Photoelektronen ist demnach Ey;,, = hf — W4. Im Jahre 1921
erhielt Einstein fiir seine Erkldrung des Photoeffektes den Nobelpreis fiir
Physik. Der scheinbare Widerspruch ('Dualismus’) zwischen Teilchen- und
Wellenmodell des Lichtes wurde erst im Verlauf der Weiterentwicklung der
Quantenphysik aufgelost. Bemerkenswert ist auch, dass die Quantenenergie
E nach Gleichung [1| von den typischen Wellengrossen f bzw. A abhéingt.
Louis de Broglie dusserte in seiner Dissertation (1924) die Vermutung, dass
der Welle-Teilchen-Dualismus auch fiir massive Partikel wie Elektronen oder
Protonen gelten sollte. In seiner beriihmten Formel wird einem bewegten
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Abbildung 4: Photoeffekt: Der lineare Zusammenhang zwischen Lichtfre-
quenz und kinetischer Energie der Photoelektronen. Im gestrichelt gezeich-
neten Bereich der Geraden ist kein Photoeffekt moglich, da hf < W, gilt.
Die farbigen Punkte markieren verschiedene Lichtfarben.

Teilchen mit dem Impuls p = mv eine Wellenlédnge Ap zugeordnet.

=—=_ 2
Ap ==L ©

Bereits 1927 konnte die von de Broglie postulierte Welleneigenschaft von Da-
visson und Germer mit einem Interferenzexperiment nachgewiesen werden.
Sowohl de Broglie (1929) und Davisson (1937) erhielten fiir ihre Entdeckun-
gen den Nobelpreis fiir Physik.

1.3 Aufgaben und Fragen zum Verstindnis

Zur Beantwortung der Verstdndnis-Fragen kénnen frither behandelte Physik-
unterlagen, Biicher oder das Internet niitzlich sein.

Frage 1) Repetieren Sie den Aufbau und die Interpretation eines typischen
optischen Interferenzexperimentes (zum Beispiel Doppelspaltversuch nach
Thomas Young). Welche Rolle spielt dabei die Wellenldnge A des Lichtes?
Was unterscheidet zum Beispiel rotes von blauem Licht?

Frage 2) Warum konnte Rutherford aus seinen Streuexperimenten folgern,
dass die Atomkerne sehr klein im Vergleich zur Gesamtgrosse eines Atoms

8



Abbildung 5: Louis de Broglie und Albert Einstein.

sein miissen?

Frage 3) Welches Element (bzw. Isotop) entsteht beim a-Zerfall von ?*Ra
(Radium)? Verwenden Sie zur Beantwortung eine Periodentafel. Tipp: Ein a-
Teilchen (Heliumkern) besteht aus 2 Protonen und 2 Neutronen. Zusatzaufga-
be: Vergleichen Sie die Gesamtmassen vor und nach dem Zerfall. Die Massen-
differenz Am wird gemiss der berithmten Formel von Einstein AE = Am - c?
als Energie frei. Berechnen Sie die frei werdende Energie bei a-Zerfall von
1kg Radium.

Aufgabe 1) Césium wird mit Licht der Wellenlinge A = 546nm (1nm=
107°m) bestrahlt. Berechnen Sie die Lichtfrequenz, die Energie der Photo-
nen und die (maximale) kinetische Energie Ey;,, = hf — W4 der heraus-
geschlagenen Elektronen. Ablosearbeit fiir Césium: W, = 1.94eV, wobei
leV= 1.6022 - 1071°J. Bestimmen Sie zusiitzlich die zugehérige Elektronen-
geschwindigkeit v. (Ex;, = %”2, Elektronenmasse m = 9.109 - 10~3'kg).

Aufgabe 2) Bei einem Elektronenbeugungs-Experiment treffen nach Figur
6] Elektronen unter dem Winkel © auf einen Graphitkristall mit dem Gittere-
benenabstand d = 2.13-1071%m. Fiir den Winkel © = 26° wird das Maximum
(1. Ordnung, n = 1) des reflektierten Elektronenstrahls gemessen. In Analo-
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Abbildung 6: Elektronenbeugungsexperiment, Details siche Aufgabe 2), die
Gangdifferenz ist violett eingezeichnet.

gie zur Wellenoptik lésst sich dieses Phénomen folgendermassen erkliren: Die
Gangdifferenz 26 = 2d sin(O) zwischen dem oberen und unteren ’'Elektronen-
Weg’ entspricht fiir ein Intensitdtsmaximum einem ganzzahligen Vielfachen
der Wellenlénge Ap. Die resultierende Gleichung 2dsin(©) = nAp wurde von
W. L. Bragg (1912) im Zusammenhang mit Interferenzmaxima fiir Réntgen-
strahlung eingefiihrt. Berechnen Sie aus den gegebenen Daten die de Broglie
Wellenlénge Ap und die Geschwindigkeit v der Elektronen. Verwenden Sie
die Bragg-Gleichung und [2 Erkldren Sie die Details zur Gangdifferenz. Mit
welcher Beschleunigungsspannung U wurde der Elektronenstrahl erzeugt?
(72 — ¢U, Elementarladung e = 1.6022 - 107°C.) Die Situation in dieser

2
Aufgabe entspricht dem erwidhnten Experiment von Davisson und Germer.

Zahlenresultate:
1) f=549- 10"Hz, B, = 0.331eV, v = 341 - 1O3m/s.

2) \p = 1.87-107%m, v = 3.895 - 10°m /s, U = 43.1V

2 Erste Atommodelle

2.1 Rutherford
Modell von E. Rutherford fiir das Wasserstoffatom, 1911

10



Das Elektron (e) mit der Masse m bewegt sich mit der Geschwindigkeit v
auf einer Kreisbahn um den Kern (Proton p). Die Masse des Protons ist (im
Vergleich zum Elektron) so gross, dass wir den Kern néherungsweise als ru-
hend anschauen kénnen. Die elektrische Anziehungskraft zwischen Elektron
und Proton ist die fiir die Kreisbewegung notige Zentripetalkraft:

1 € mu?

= (3)

dre, 12 r

In dieser Form ist das 'Planetenmodell’ nach E. Rutherford unbrauchbar, da
die Quantisierung vollig fehlt. Einige Zusatz-Annahmen fithren zum
lschen Atommodelll

Abbildung 7: E. Rutherford

2.2 Bohr
Modell von Niels Bohr fiir das Wasserstoffatom, 1913

Zusiatzliche Annahmen (Bohrsche Postulate):

1) Das Elektron auf der Kreisbahn strahlt nicht. (Nach der klassischen Elek-
trodynamik wiirde das kreisende Elektron eine elektromagnetische Welle aus-
strahlen und so sténdig Energie verlieren.)

2) Der Drehimpuls L des Elektrons ist ein ganzzahliges Vielfaches von .

h
L= =nh=n— 4
mur = nh = ng_ (4)

11



Damit sind nur bestimmte Bahnradien r,, und Elektronenenergien E,, moglich
und das Spektrum des Wasserstoffatoms léasst sich berechnen. Die Gleichung
impliziert auch, dass der Umfang der Elektronenbahn einem ganzahligen
Vielfachen der de Broglie Wellenléinge \p entspricht. Springt ein Elektron
von einer (hoheren) Bahn n; zur (tieferen) Bahn ny, so wird die Energiedif-
ferenz AFE in Form eines Lichtquants (Photons) frei. (Fiir die Frequenz f ist
auch das Symbol v iiblich.) Der entsprechenden Spektrallinie ldsst sich die
Wellenlénge A zuordnen.

Cc

A

AE =E, —E, =hf=hv=h (5)

Abbildung 8: Atommodell nach N. Bohr

2.3 Aufgaben I.

Aufgabe 1) Leiten Sie aus den Gleichungen in den letzten zwei Ab-
schnitten Formeln fiir den Radius r, und die Geschwindigkeit v, auf der
Bahn n her. Zeigen Sie auch, dass nach der Quantisierungsbedingung @ der
Kreisbahnumfang das n-fache der de Broglie Wellenldnge des Elektrons ist.

Aufgabe 2) Berechnen Sie Gesamtenergie F, des Elektrons auf der Bahn
n. (Dabei miissen Sie die Summe der kinetischen Energie Ey;, = %mvz und

der potentiellen Energie E,, = i% bilden.)

4me,

12



Folgende Konstanten werden als bekannt vorausgesetzt:
Masse des Elektrons e = 9.10938 - 1073! kg

Elektrische Feldkonstante ¢, = 8.85419 - 1072 C/(V m)
Elementarladung e = 1.60218 - 1071 C

Plancksches Wirkungsquantum h = 6.62607 - 10734 Js
Lichtgeschwindigkeit ¢ = 2.99792 - 10® m/s

Resultate

2

U = 2€‘Zhn - % mit v, = 2.18 - 10° m/s (6)
h2 2 o

Ty = Li = ryn? mit 1, = 5.29-1071 m (7)

Tme
me? —met
E mmn T 5/ 1 N9 E otn — 57 1 o 8
FI T 8 (e ohim)? POL T 4 (e ohn)? ®)
—met E, .
Epesn = = — mit F; = —13.6 eV (9)

8(gohn)?  n?

Energiemasseinheit: 1eV= 1.60218-1071° J. Nullpunkt der potentiellen Ener-
gie fiir r — oo, deshalb ist E,, < 0. Virialsatz Ep,, = —2Ej,.

2.4 Erginzungen zum Bohr-Modell, Aufgaben II.

Aufgabe 1) Erkldren Sie den Unterschied zwischen einem Emissions- und
einem Absorptionsspektrum. Wie sehen die entsprechenden Messapparaturen
aus 7

Aufgabe 2) Berechnen Sie die Wellenléinge fiir den Ubergang n; = 3 —
ny = 2. Schlagen Sie die Bedeutung der entsprechenden Spektrallinie (H-
Alpha Linie) fiir die Astrophysik nach (siehe auch Figur [9). Die von Auge
sichtbaren Spektrallinien (mit ny = 2) bilden die sogenannte Balmer-Serie.

13



Zahlenresultat: A ~ 656nm.

E.=017 -
Eq=-136x1019] < i
Ey=-242x1019] n;3
Hydrogen Absorption Spectrum
Balmer Serles
T o n - -
=1
et
s 2
=
% § Hydrogen Emission Spectrum
: g
- g
] ]
400nm 700nm
H Alpha Line
656nm
E =-2.18x 10787 n=1 Transition N=3 to N=2

Abbildung 9: Energieschema und Spektren

2.5 Kritische Beurteilung des Bohr-Modells

1) Das Spektrums des Wasserstoffatoms kann mit dem Bohrschen Modell kor-
rekt berechnet werden. Diese Tatsache allein rechtfertigt den Nobelpreis fiir
Niels Bohr im Jahre 1922. Die entscheidende Idee war dabei die Einfithrung
der Drehimpulsquantisierung, welche auch aus heutiger Sicht noch korrekt
ist.

2) Einige Feinheiten, wie z.B. die Lebensdauer angeregter Zustande oder Ef-

fekte der Kopplung des Bahndrehimpulses des Elektrons mit seinem Spin,

werden nicht erfasst. Die Vorstellung von klassischen Kreisbahnen wider-

spricht der Unschérferelation von Heisenberg (1927), und die sphérische Atom-
symmetrie wird nicht beriicksichtigt. Atome und Molekiile mit mehr als einem

Elektron werden durch das Bohr-Modell nicht richtig beschrieben.

14



2.6 Das Bohr-Modell fiir den Grundzustand des Helium-
Atoms, Aufgaben III.

Nach der Bohr’schen Vorstellung miissten sich beim Grundzustand des He-
liumatoms die beiden Elektronen mit maximal moglichem Abstand auf der
selben Kreisbahn bewegen (siehe Fig. [L0]). Bei der Berechnung der Bahndaten

Abbildung 10: Bohr-Modell fiir den Helium-Grundzustand

muss die Kraftgleichung mit der elektrischen Elektron-Elektron-Abstossung
ergénzt werden. Die Auflosung der Gleichungen wird durch den Einsatz eines
Computer-Algebra-Systems erleichtert (siche Figuren [11] [12)).

Aufgabe 1) Berechnen Sie nach dem Bohr’schen Modell die kinetische,
die potentielle und die gesamte Energie fiir den Grundzustand des Helium-
Atoms. Vergleichen Sie die Gesamtenergie mit dem korrekten Wert —79.0
eV und diskutieren Sie mogliche Ursachen fiir die Diskrepanz. (Resultat sie-
he Figur [12] der Virialsatz Epy = —2Ej, = 2Eg.; ist erfiillt.)

Aufgabe 2) Fiihren Sie die Berechnung nach 1) mit einem Algebraprogramm
durch (Mathematica, Maple, ....).

Die Resultate konnen der Mathematica-Ausgabe in Figur entnommen
werden. Wie man sieht, ist die mit dem Bohr-Modell berechnete Grundzu-
standsenergie sehr weit vom experimentellen Wert entfernt. Die Berechnung
von angeregten Zustdnden oder von Spektren ist mit dem einfachen 'Pla-
netenmodell” ebenfalls unsinnig. In spéateren Kapiteln wird gezeigt, wie das

15



Das Bohr'sche Atommodell liefert im Fall von mehr
als einem Elektron falsche Resultate:

Clear[e, eps, Z, h, m];
eqns = {2aAR==nh/m/v,

mv*2/R==e"2/ (47eps) (Z/R"2-1/(2R)"2)};
Rv = Solve [egns, {v, R}]

4 eps h? n? e? (-1+432
o — v I )
5 e‘ms (-1+4%) 8epshn

Epot =e"2/ (47eps) (-22/R+1/ (2R)) /. Rv;

Ekin=2mv"2/2 /. Rv;

Abbildung 11: Bohr-Modell fiir den Helium-Grundzustand (Beispiel mit dem
Paket MATHEMATICA).

Heliumatom mit Hilfe der Schrodingergleichung korrekt berechnet werden
kann.

16



Eges = Simplify [Ekin + Epot]

{_e‘*m(l—‘i Z)z}
64 eps? h? n?

Beispiel: Grundzustand von Helium: Experimentelle

Energie -79.0 eV

e=1.602%10"-19; eps = 8.854 x 10~ -12; Z = 2;
h=6.626x10"-34; m=9.109x10"-31;
Eges /e

r 83.3091}

1

L n?

Abbildung 12: Bohr-Modell fiir den Helium-Grundzustand: Gesamtenergie
Eges (in eV, n =1, MATHEMATICA-Ausgabe).

17



3 Von der klassichen Mechanik zur Quanten-
physik

3.1 Die Heisenbergsche Unschirferelation

Nach der 1927 von Werner Heisenberg veroffentlichten Unschérferelation las-
sen sich Ort und Impuls (p = mv) eines Teilchens nicht gleichzeitig beliebig
genau bestimmen. Es geht dabei nicht um die Unzulénglichkeiten von irgend-
welchen Messapparaturen, sondern um eine grundsétzliche Eigenschaft der
Natur, die allerdings erst im mikroskopischen Bereich Auswirkungen zeigt.
Das Prinzip der Unschérfe stellt einen radikalen Bruch mit der klassischen
Physik dar. So ist zum Beispiel im Rahmen einer klassischen Bahnberech-
nung eines Planeten die Geschwindigkeit (und damit der Impuls) fiir jeden
Ort der Bahn exakt bekannt. Die Unschérferelation lédsst sich an der in Fi-
gur 13| dargestellten Situation erkéren: Ein sehr breiter Strahl von zum Bei-
spiel Elektronen bewegt sich nach rechts, wobei mit dem Impuls p eine Wel-
lenldnge A\p = % verbunden ist. Durch einen Spalt der Breite Az soll die
Breite ('Ortsunschérfe’) des Strahls verkleinert werden, wobei es aber zum
Phénomen der Beugung kommt, wodurch der Impuls unbestimmter wird.
Als Unschérfebereich der Flugrichtung nehmen wir die Zone innerhalb des
Beugungsmaximums nullter Ordnung. Aus der Wellenoptik kennt man die
Beziehung Az sin(a) = nA (hier n = 1), andererseits gilt sin(a) = % (siehe
Skizze). Durch Einsetzen erhilt man also Am% = % oder Az-Ap = h, wobei
Ap die Unschérfe der x-Komponente des Impulses ist.

Im Rahmen der Quantenphysik ergeben sich die (korrekten) Versionen
der Unscharferelation

h h
Az Ap, > — At - AE > — 1
T Ap, > ym und At 2 (10)

welche hier nicht genau begriindet werden kénnen. Zwei Beispiele zur Illu-
stration:

1) Ein fahrendes Auto habe die Impulsunschérfe Ap, = 1000kg -0.01m/s Aus
ergibt sich Az > 5.3 - 1073%m, was komplett bedeutungslos ist.

2) Die Geschwindigkeit des Elektrons im Grundzustand des H-Atoms ist nach
Bohr etwa 2.2 - 10°m/s mit wechselnden Richtungen. Fiir Av, &~ 2 - 10%°m/s
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Abbildung 13: Links: Skizze zur Erklarung der Unschérferelation mit Hilfe
der de Broglie Gleichung . Rechts: Werner Heisenberg im Jahr 1933.

erhalten wir Az > 2.9-10"''m, was etwa von der Grossenordnung des Bahn-
radius nach Bohr ist. Das Beispiel zeigt also, dass die Vorstellung von exakten
Kreisbahnen im Wasserstoffatom der Heisenbergschen Unschérferelation wi-
derspricht. Man kann fiir den Aufenthaltsort eines Elektrons in einem Atom
nur eine Wahrscheinlichkeitsverteilung angeben, Vorstellungen von exakten
Bahnen im Sinne der klassischen Mechanik sind sinnlos.

Zur Zeit der Formulierung der Unschérferelation weilte Heisenberg als Mitar-
beiter von Niels Bohr in Kopenhagen. Aus den intensiven Diskussionen der
beiden fithrenden Physiker entwickelte sich die sogenannte 'Kopenhagener
Deutung der Quantenphysik’, welche heute von den meisten Wissenschaftlern
akzeptiert wird und auch philosophisch sehr interessant ist. Einstein konnte
sich allerdings mit den Konzepten der Unschérfe nie wirklich anfreunden.
Mit dem berithmt gewordenen Einstein-Podolsky-Rosen-Paradoxon versuch-
te er zu illustrieren, wie absurd die Quantentheorie ist (siche auch Bellsche
Ungleichung). In der Zwischenzeit sind zahlreiche Experimente durchgefiihrt
worden, welche zeigen, dass die Quantenphysik korrekt zu sein scheint und
grad im Bereich der Atom- und Molekiilphysik ausgezeichnete Ergebnisse lie-
fert.

Freiwillige Aufgabe) Informieren Sie sich (Internet, Biicher) tiber das
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Einstein-Podolsky-Rosen-Paradoxon und die zugehoérigen Experimente. Ver-
gleichen Sie auch mit Einsteins Ausspruch 'Der Alte (gemeint Gott) wiirfelt
nicht’.

3.2 Potentialtopf, Wellenfunktion, Aufgaben

Wir stellen uns ein Teilchen mit der Masse m vor, das in einem eindimen-
sionalen Topf der Lange L gemiss eingesperrt ist und in diesem sténdig hin
und her lauft. Mit der Bewegung ist nach de Broglie eine Welle verkniipft.
Die Uberlagerung einer links und einer rechts laufenden Welle ergibt eine
stehende Welle mit ortsfesten Knoten. Die Situation entspricht also den Ei-
genschwingungen einer eingespannten Saite, wie bei einer Gitarre. Wegen
den unendlich hohen Wéanden miissen an den Enden des Topfes Knotenstel-
len sein. Aus der Skizze |14]1asst sich n% =L (n=1,2, 3, ..) ablesen.

Aufgabe 1) Leiten Sie fir die im letzten Abschnitt beschriebene Situation
die Gleichung
E, = 11
"= 8mLz" (11)

her. Benutzen Sie dazu die de Broglie Gleichung und F = m2”2 =L

V:OO V: o0
A A

V:m V: o0

Abbildung 14: Eindimensionaler Potentialtopf der Lange L. Im Bildteil rechts
sind mogliche Wellenfunktionen dargestellt.
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Das Teilchen im Topf kann also nach unserem Resultat nur ganz
bestimmte Energiewerte aufweisen, welche quadratisch mit der Nummer n
des Zustandes anwachsen. Diese Situation ist sehr typisch fiir gebundene
Systeme der Quantenphysik - man sagt: Die Energie ist quantisiert. Die zu-
gehorigen (stehenden) Wellen mit der Amplitude A lassen sich durch ¥(x) =
Asin (%x) mathematisch darstellen. Man kann nun leicht zeigen, dass diese
speziellen Funktionen der dusserst wichtigen Schrodingergleichung

—h?

8m2m

U (z) + V(x)¥(z) = EV(z) (12)

geniigen. V' (x) ist dabei die potentielle Energie, welche im Bereich unseres
einfachen Topfes iiberall Null ist. (” bezeichnet die zweite Ableitung nach x.)

Aufgabe 2) Rechnen Sie nach, dass die oben erwéhnten "Wellenfunktionen’
die Schrédingergleichung erfilllen. Das Argument der sin-Funktion ist
natiirlich im Bogenmass zu interpretieren.

Die an unserem Beispiel eingefiihrte Gleichung wurde 1926 von Erwin Schrédin-
ger aufgestellt und gehort zu den wichtigsten Grundlagen der nicht relativi-
stischen Quantenphysik. Insbesondere beruhen die meisten Rechnungen im
Bereich der Atom- und Molekiilphysik auf der Schrodingergleichung. Wir be-
schrinken uns hier (vorldufig) auf die vorgestellte zeitunabhéngige Form zur
Berechnung stationérer Zustinde. Oft ist die folgende Schreibweise prakti-

scher:
—nh* &

[27716&2 —|— V(ZE)] \IJ(QZ) = HOP\I/([L‘) = E\I/(ZL‘) (13)
Der in eckigen Klammern stehende Teil wird Hamiltonoperator genannt, wo-
bei die Abkiirzung i = % verwendet wurde und % den Operator der zweiten
Ableitung (nach x) bezeichnet. Bei der Verallgemeinerung auf die dreidi-
mensionale Situation in einem kartesischen Koordinatensystem muss nur der
Hamiltonoperator angepasst werden:

—#(ﬁ & L

H,, = —_— 4 — + — . 14
R dz?) + V() (14)

2m

Bei Potentialen V' (z) endlicher Héhe kann es zu einem weiteren Phénomen
kommen, das in der klassischen Physik unbekannt ist. Beim sogenannten
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Tunneleffekt {iberwindet ein Teilchen einen (klassisch verbotenen) Bereich,
dessen potentielle Energie V' im Vergleich zur kinetischen Energie E des Par-
tikels eigentlich zu hoch ist. Mit dem Vibrationsprogramm lassen sich in
einem spéteren Kapitel [11] solche Probleme rechnerisch 16sen. Der Tunnelef-
fekt spielt zum Beispiel beim radioaktiven a-Zerfall oder bei Flash-Speichern

eine Rolle.
/\ /\\\ .
\/
\/ =) &

Abbildung 15: Tunneleffekt: Ein Teilchen durchdringt einen Potentialwall
endlicher Hohe und dringt mit reduzierter Wahrscheinlichkeit in den Bereich
rechts im Bild ein.

In diesem Zusammenhang stellt sich auch die Frage nach der Interpre-
tation der Wellenfunktion W: Der Betrag multipliziert mit dem Volumenele-
ment | U(z,y,2) |* Az - Ay - Az =| ¥(z,y,2) [* -AV ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass sich das Teilchen um den Punkt P(z,y,z) im Volumen
AV aufhilt. Bei dieser Interpretation ist die Normierung der Wellenfunktion
wichtig (siehe néchstes Kapitel).

4 Die Schrodingergleichung fiir das Wasser-
stoffatom

In diesem Kapitel wird der Ansatz zur Berechnung des einfachsten Atoms
erklart. Das Wasserstoffatom hat nur ein einziges Elektron welches durch die
elektrische Anziehung des Kerns (ein Proton) gebunden wird. Wir nehmen
hier an, dass das wesentlich schwerere Proton im Ursprung des Koordianten-
systems in Ruhe bleibt und betrachten nur die Wellenfunktion ¥(z,y, z) des
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Elektrons. Setzen wir das Coulomb-Potential ein, so lautet die Schrodinger-
gleichung

U N — BV 1
oV | W) = ) (19
wobei die Abkiirzungen V? = (% + % + %) fiir den Laplaceoperator und
r = v/x? + y? + 22 gebraucht wurden. Die Differentialgleichung fiir dieses Ei-
nelektronenproblem kann mit einigem mathematischem Aufwand vollstandig
analytisch gelost werden. Dazu wird iiblicherweise in Polarkoordinaten ge-
rechnet und ein Produktansatz U, ., (2,y,2) = Ry i(r) - Yim, (9, ¢) verwen-
det. (Die sogenannten Kugelfunktionen Y;,,, sollen hier nicht weiter bespro-
chen werden.) Die Hauptquantenzahl n kann nur positive ganzzahlige Werte
annehmen und entspricht der Nummer der Bahn im Bohrschen Modell , E[)
Fiir die (ebenfalls ganzen) Drehimpulsquantenzahlen gilt 0 <! < (n—1) und
—1 < my <1, wobei die Energie des elektronischen Zustandes (ohne Bertick-
sichtigung der hier vernachléssigharen Spin-Bahn-Kopplung nur von n
abhéngt. Die Energieformel @ nach Bohr bleibt korrekt. Die (komplexwer-
tigen) Wellenfunktionen sind auch Drehimpuls-Eigenfunktionen, es kann aber
nur der Betrag des Drehimpulses L und seine Komponente beziiglich einer
Koordinatenachse (meist die z-Achse) gleichzeitig exakt bestimmt sein. Die
Details iibersteigen hier unsere mathematischen Moglichkeiten, das Resultat
lautet:

[:2\1/”7[7”” = l(l + 1)h2an,l,mla [A/ijn,l,ml = mlh\I/ml’ml. (16)

Der Wert der Drehimpulsquantenzahl [ wird oft mit den Buchstaben s (I = 0),
p (Il =1),d (I =2),.. abgekiirzt. In der Figur |16 findet man graphische
Darstellungen der Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms. Die radiale Auf-
enthaltswahrscheinlichkeitsdichte ist gegeben durch r?R? (r), da der Ober-
flicheninhalte einer Kugel proportional zu 72 zunimmt. Sehr bemerkenswert
ist die Tatsache, dass das Maximum der radialen Verteilung fiir den Grund-
zustand (1s) genau beim bohrschen Radius a, = r; @ liegt, bei den angereg-
ten Zusténden gilt diese Analogie zwischen klassischem und quantenmecha-
nischem Modell allerdings nicht mehr. Ab Kapitel [7] werden wir lernen, wie
man mit numerischen Methoden die Wellenfunktionen von einfachen Atomen
und Molekiilen selbst berechnen kann.
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Abbildung 16: Wellenfunktionen des Wasserstoffatom. Links: Rdumliche Dar-

stellung, blaue und rote Zonen unterscheiden sich durch das Vorzeichen.
Rechts: Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte r*R2 (r), ao ist der

bohrsche Radius.

4.1 Atomare Masseinheiten und Aufgaben

Bei quantenphysikalischen Berechnungen an Atomen und Molekiilen sind die
gewohnten SI-Masseinheiten ziemlich unpraktisch. Man bevorzugt die soge-
nannten atomaren Einheit mit den folgenden Grundgréssen:

e 1 Atomare Einheit der Strecke: ag = 5.29177 - 10~ m. (Bohrscher Ra-

dius)

e 1 Atomare Einheit des Drehimpulses: A = 1.05459 - 10~3*Js.

e 1 Atomare Einheit der Masse: m = 9.10953 - 10~3'kg. (Elektronmasse)

e Dielektrizitatskonstante: 4me, = 1 Atomare Einheit

Daraus ergeben sich die abgeleiteten Grossen:

e 1 Atomare Einheit der Zeit: 2.41888 - 10~ 17s.

e 1 Atomare Einheit der Energie (Hartree): 4.35974 - 10718J= 27.21eV.
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e 1 Atomare Einheit der elektrischen Ladung 1.602176 - 10~'°C (Elemen-
tarladung).

In diesen Einheiten vereinfacht sich zum Beispiel die Schrédingergleichung
fiir das H-Atom zu

7V2 — T} U(z,y,2z) = EV¥(x,y, 2), (17)

Aufgabe 1) Berechnen Sie fiir folgende Zustande des Wasserstoffatoms die
Energie F,, und den Drehimpuls (/%) in SI-Einheiten und in atomaren Ein-
heiten: 1s, 3s, 3p, 3d [Bezeichnung nl mit Abkiirzungen s (I = 0), p (I = 1),
d(1=2),..].

Aufgabe 2) Die Radialfunktion fiir den Grundzustand des H-Atoms lautet

Rip(r) = 2 e", wobei 7 = - Rechnen Sie nach, dass das Maximum der
radialen Wahrscheinlichkeitsdichte 72 - R%,(r) bei 1 (bohrscher Radius) liegt.
Rechnen Sie direkt in atomaren Einheiten. Freiwillige Zusatzaufgabe: Priifen
Sie auch noch die radiale Normierung nach [;°r?- R%,(r) dr = 1. Tipp: Zwei-

mal partiell integrieren.

Aufgabe 3) Berechnen Sie die relativen Maxima der radialen Aufenthalts-

wahrscheinlichkeit fiir den 2s Zustand mit der Radialfunktion Rgg(r) = ﬁ (2—

7) e”™/2. Vergleichen Sie mit dem entsprechenden Bahnradius im Bohrschen
Modell. (7= )

Resultate zu 3) Nullstellen der ersten Ableitung: r ~ 0.764 ag, r ~ 5.236 ay,
der entsprechende Bahnradius nach Bohr wire 4ay.

5 Die Entwicklung einer Wellenfunktion in
eine Basis

5.1 Analogie zur Vektorgeometrie

Aus der zwei- und dreidimensionalen Vektorgeometrie sind wir es gewohnt,
dass jeder Vektor als Linearkombination der Einheitsvektoren in Richtung der
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Koordinatenachsen geschrieben werden kann, wie das Beispiel a = g =
3ez + bey illustriert. Man sagt, die Vektoren ¢€; und e, bilden eine Ortho-

normalbasis des (zweidimensionalen) Vektorraums. Die Bezeichnung 'ortho’

Abbildung 17: Darstellung eines Vektors @ in zwei verschiedenen Orthonor-
malbasen.

bedeutet, dass die beiden Vektoren senkrecht aufeinander stehen, wahrend
'normal’ die Normierung auf den Betrag 1 abkiirzt. Wir konnten auch eine
andere Basis von orthonormalen Vektoren b_i und b; verwenden (siehe Figur
[17). Die Komponenten unseres Vektors @ in dieser neuen Basis bekommen
wir mit Hilfe des Skalarproduktes @ = (a@-by )b + (a@-bs)bs. Die Orthogonalitét
der neuen Basisvektoren konnte man ebenfalls mit dem Skalarprodukt nach-
priifen: b1 - by = 0. Die erwihnten Eigenschaften gelten auch im dreidimen-
sionalen Raum, wobei wir dann selbstversténdlich 3 Basisvektoren brauchen.
R&aume mit héherer Dimension als 3 kommen in der Schule normalerweise
nicht vor und sind deshalb ungewohnt.

In den folgenden Kapiteln werden wir nun auch Funktionen als Linear-
kombination in einer Basis schreiben. Wir beginnen mit (reellen) Funktionen
einer Variablen (z) im Intervall [a,b]. Fiir alle betrachteten Funktionen soll
das Integral [° f?(x) dx existieren und endlich sein. Das Skalarprodukt von
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zwei Funktionen g und h wird mit < g | h > abgekiirzt und es gilt

b
<g|h>= / g(x)h(x)dz. (18)
Um jede Funktion f mit den erwidhnten Eigenschaften exakt ausdriicken zu
konnen sind normalerweise Basen unendlicher Dimension nétig. Das heisst
wir brauchen im Prinzip einen Basissatz von unendlich vielen orthonormalen

Funktionen {b(x), bs(z), b3(x), ......}.

fz) = f: i - bul)

n=<by | f>= /: bk(:c)f(x)dx] (19)

In Praxis beschriankt man sich meist auf endliche viele Basisfunktionen, die
dann moglichst geschickt gewdhlt werden miissen. Unter Umsténden rei-
chen relativ wenige Basisfunktionen fiir eine gute Darstellung einer gesuchten
Funktion. Wir werden in den néachsten Kapiteln die Wellenfunktionen fiir ato-
mare oder molekulare Probleme als Linearkombination von Basisfunktionen
ansetzen.

Die Figur[18|zeigt Grafiken der ersten 6 Legendrepolynome. Jede auf dem
Intervall [—1, 1] stetige Funktion lasst sich in Legendrepolynome entwickeln.
(Mit der Bezeichnung 'Entwicklung’ meint man die Darstellung als Line-
arkombination der betreffenden Basisfunktionen.) Wenn die darzustellende
Funktion ungiinstige Eigenschaften hat, kann die nétige Entwicklungslénge
sehr gross werden. Die Funktion in Figur besitzt eine Sprungstelle bei
x = 0 (Unstetigkeitsstelle der ersten Ableitung) und ist deshalb nur mit sehr
grossem Aufwand als Linearkombination von Legendrepolynomen darstell-
bar.

5.2 Aufgaben

Die folgenden Ubungen beziehen sich auf die Analogie zur Vektorgeometrie
im vorigen Abschnitt:

0.8 0.6

Priifen Sie nach, dass b: und b; ein Orthonormalsystem bilden. Schreiben Sie

den Vektor @ = ( 150

Aufgabe 1) Gegeben sind die Vektoren b_i = ( 0.6 ) und b; _ < —0.8 )

) als Linearkombination von b: und b;
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Abbildung 18: Graphische Darstellung der ersten Legendre-Polynome. Dieses
System von Basisfunktionen ist vollstéindig auf dem Intervall [—1,1].

1
Aufgabe 2) a) Rechnen Sie nach, dass die Vektoren v; = | 2 |, 03 =
2
2 2
1 und v3 = | —2 | senkrecht aufeinander stehen. Multiplizieren Sie
—2 1

jeden der drei Vektoren mit einer Zahl, so dass sein Betrag 1 wird. Die so
normierten Vektoren heissen by, by und bs. Schreiben Sie den Vektor a =
18
14 | als Linearkombination von b:, b; und b;,.
-9

b) Wir nehmen an, dass wir in dreidimensionalen Raum nur die ersten beiden
Basisvektoren zu Verfiigung haben. Stellen Sie den Vektor @ ndherungsweise
als Linearkombination von b1 und b2 dar. Warum funktioniert dies hier gut?
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Abbildung 19: Entwicklung einer Stufenfunktion in Legendrepolynome. We-
gen des Sprunges bei x = 0 ist eine besonders grosse Anzahl von Basisfunk-
tionen notig um eine einigermassen gute Ubereinstimmung zu erzielen.

Resultate: 1) @ = 10b; — 5 bs.

2)d= Q—fb_i + %b; — %b;, a~ ?b_i + %b;, da d fast senkrecht auf b;,.

6 Matrizen, Eigenwerte, Variationsprinzip

6.1 Matrizen und Eigenwerte in der Vektorgeometrie,
Aufgaben

Matrizen und Eigenwertprobleme werden bei der numerischen Lésung von
quantenmechanischen Problemen eine entscheidende Rolle spielen. Wieder-
um wird hier versucht diese mathematischen Methoden im Rahmen der ver-
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trauten Vektorgeometrie einzufithren. Eine (lineare) geometrische Abbildung
im zweidimensionalen Raum kann durch eine Matrix gegeben sein. (Wir be-
schrinken uns auf Abbildungen, die den Nullpunkt des Koordinatensystem
fest lassen.) Der allgemeine Punkt P(z,y) wird auf den Bildpunkt P'(z',y’)

/

abgebildet. Entsprechend ist < z, > das Bild der Ortsvektors ( g ) Die

Matrixschreibweise
x a; b T
= 20
(@/) <a2 bz)(@/) 2
ist eine Abkiirzung fir 2’ = a1z + byy und 3y = asx + boy. Eine weitere
/
mogliche Schreibweise wire ( zj, ) =z < Zl +y bl ) Existiert nun ein
2 2

Vektor &= [ ** ) mit der Eigenschaft

Yo
() ()= () o

so nennt man ¢ Eigenvektor und A Eigenwert der Abbildung. Ein Ei-
genvektor wird also bei der geometrischen Abbildung nur mit einer Zahl
(Eigenwert) multipliziert, behélt aber seine Richtung bei. Die Suche mogli-
cher Eigenwerte fithrt im zweidimensionalen Fall auf die ’charakteristische
Gleichung’

(a1 - )\) (bg — /\) - a2b1 = 0. (22)

Eine zweidimensionale Matrix kann also hochstens zwei Eigenwerte haben
(quadratische Gleichung). In Aufgabe 4) wird gezeigt, dass eine symmetri-
sche Matrix (b; = ay) immer genau zwei Eigenwerte besitzt. Zu einem Ei-
genwert gibt es (genau genommen) jeweils unendlich viele Eigenvektoren,
da der Betrag beliebig gewihlt werden kann. Die Gerade mit der Gleichung
(a1 — Nz + by = 0 (oder auch asx + (b — A)y = 0) gibt die Richtung des
Eigenvektors an.

Aufgabe 1) Gegeben ist die Matrix . Berechnen Sie die Eigen-

1 2
3 —4
werte und Eigenvektoren. Stellen Sie die Situation im Koordinatensystem
dar und beschreiben Sie die Wirkung der Abbildung in Worten.
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Aufgabe 2) Gegeben ist die Matrix . Berechnen Sie die Eigen-

1 2
2 =2
werte und Eigenvektoren. Untersuchen Sie, ob die Eigenvektoren senkrecht
aufeinander stehen.

cos(a) —sin(«)

Autgabe 3) Die Manrix ( (0]~ e

) beschreibt eine Drehung um

den Koordinatenursprung mit dem Winkel .. Uberpriifen Sie, dass diese Ma-
trix keine Eigenwerte besitzt. Ist dies geometrisch verniinftig ?

Schwierige Aufgabe 4) Leiten Sie die Gleichung her. Warum hat eine
symmetrische Matrix immer genau zwei Eigenvektoren? Gibt es Ausnahmen.
Begriinden Sie den rechten Winkel zwischen den Eigenvektoren fiir den Fall
symmetrischer Matrizen.

Zahlen-Resultate:

1) Eigenwerte —5 und 2, Eigenvektoren ( _31 ) und < ? >

2) Eigenwerte —3 und 2, Eigenvektoren < _21 ) und ( ? ) sind senkrecht.

6.2 Matrizen und Eigenwerte in Funktionenridumen,
Aufgaben

Auch bei Funktionen gibt es Abbildungen im Sinne, dass eine gegebene Funk-
tion auf eine neue (Bild)-Funktion transformiert wird. Die Abbildung wird
bei Funktionen durch einen Operator O ausgedriickt. Ein Beispiel wére der
Ableitungsoperator, welcher jede Funktion auf ihre Ableitung abbildet. Am
wichtigsten wird in unserem Zusammenhang der Hamiltonoperator H,, sein,
welcher auf eine Wellenfunktion wirkt. Beachten Sie, dass die Schrodinger-
gleichung H,,¥ = E'WV die Gestalt einer Eigenvektorgleichung hat, wobei die
Energie £ den Eigenwert darstellt (siehe z.B. Gleichung .

Wir stellen uns vor, dass unsere Funktion f und ihre Bildfunktion Of in
einer endlichen Basis (Dimension N) von orthonormalen Funktionen b in
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guter Ndherung entwickelt werden kann.

(&1
N Co
f@)=> c-bu(z) & |f>=] .. (23)
k=1
CN

In diesem Fall geniigt es die Wirkung des Operators O auf jede Basisfunkti-
on by zu kennen. Obk kann ebenfalls in der selben Basis entwickelt werden:
Oby, = Z;\/:l < b | Oby, > b;. Die Reihendarstellung links in konnen
wir als Vektor in einem N-dimensionalen Vektrorraum auffassen, was durch
die Vektor-Schreibweise rechts ausgedriickt wird. Entsprechend wird die Wir-
kung des Operators O auf die Funktion fals Multiplikation der zugehorigen

Matrix O mit der Vektordarstellung von f berechnet .

<b |Oby> <b |Oby> ... <b|Oby> ?
<by|Oby > <by|Oby> ... <by|Oby> 2 (24)
<by|Oby > <by|Oby> ... <by]|Oby> o

In der Anwendung auf die Quantenphysik geht es fiir uns vor allem darum
stationdre Losungen der Schrédingergleichung zu finden. Dazu wird in einer
geeigneten Orthonormal-Basis die Hamiltonmatrix H mit den Matrixelemen-
ten Hj, =< b; | Hpby > aufgestellt. Die Schrodingergleichung wird damit
zur Eigenwertgleichung in Matrixform:

C C
Hy Hy, ... Hx C; C;
H21 H22 HQN :E (25>
HNl HN2 HNN N N

Quantenmechanische Berechnungen in der Matrixform wurden von Werner
Heisenberg, Max Born und Pascual Jordan in den 1920er Jahren eingefiihrt
und unter dem Namen "Matrizenmechanik’ bekannt. Namentlich bei der Be-
nutzung von Computern bietet diese Form der Quantentheorie ausserordent-
liche Vorteile, da dabei die ganze Palette numerischer Verfahren der Ma-
trixalgebra zur Verfiigung steht. Insbesondere reduziert sich die Losung der
Schrodingergleichung auf die Diagonalisierung einer Matrix.
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Die Hamiltonmatrix (und weitere physikalisch wichtige Matrizen) sind
hermitesch symmetrisch, das heisst es gilt (im reellen Fall) H;, = Hy; bzw.
< bj | Hopby >=< by | Hopb; >. Fiir diesen Matrixtyp sind alle Eigenwerte
reell und die Eigenvektoren stehen senkrecht aufeinander.

Aufgabe 1) Eine Hamiltonmatrix soll berechnet werden. Welcher Rechen-
Vorteil ergibt sich aus der Tatsache, dass die Matrix (hermitesch) symme-

trisch ist?

Aufgabe 2) Vektorgeometrisches Beispiel: Eine Abbildung (Operator) ist

21 -6 0
durch die dreidimensionale Matrix O = [ —6 18 —6 | mit den KEigen-
0 —6 15
1 -2 2
vektoren [ 2 |, | —1 [, | —2 | und den zugehérigen Eigenwerten 9, 18
2 2 1

und 27 gegeben.
a) Kontrollieren Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren. (Nachrechnen)

b) Wir beschréanken uns auf eine zweidimensionale Basis (Orthonormalsy-
5 —11

stem): by = \/ﬁ 19 und by = \/ﬁ —g) . Bilden Sie die 2-mal-2
Matrix R in diesem reduzierten Raum (Rj;, =< b; | Oby, >) und l6sen Sie
das entsprechende zweidimensionale Eigenwertproblem. Transformieren Sie
die Eigenvektoren von der 'b-Basis’ in die urspriingliche dreidimensionale Ba-
sis zuriick. Vergleichen Sie die gendherten Eigenwerte und Eigenvektoren mit
den exakten Werten (Kommentar). Bei dieser relativ aufwendigen Aufgabe
ist der Einsatz eines Computeralgebrasystems eventuell niitzlich.

9.04369 0.173246

0.173246 18.0122 > Approximative Ei-

Resultate zu Aufgabe 2) R = <

1.08553
genwerte 9.04034 und 18.0155, zugehorige Eigenvektoren [ 1.89929 | und
2.05288
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—2.08343
—0.919868 |. Die gendherten Losungen zu Aufgabe 2) stimmen einiger-
1.95273
massen mit den exakten Resultaten iiberein, da der zweidimensionale Unter-
raum fiir die beiden tiefsten Eigenwerte giinstig gewéhlt wurde.

Nach dem Rayleigh-Ritz-Prinzip liefert eine Eigenwertberechnung
in einem reduzierten Raum fiir den tiefsten Eigenwert immer einen
zu grossen Wert. Normalerweise ist diese Regel (’Variationsprin-
zip’) auch noch fiir hohere Eigenwerte giiltig. In der Anwendung
auf die Schrodingergleichung bedeutet dies: Man erkennt die Ver-
besserung der verwendeten Basis daran, dass die Eigenwerte klei-
ner werden.

7 Losung der Schriédingergleichung fiir Ein-
elektronenatome

In diesem Kapitel wird zum erstem Mal das Python-Programm verwendet um
die Schriodingergleichung fiir das Wasserstoffatom zu 16sen. Die behandelte
Theorie aus den Teilen [Hl[6] wird dabei fiir das Verstandnis sehr wesentlich
sein. Das Vorgehen umfasst folgende Schritte

e Wahl der primitiven Basisfunktionen
e Orthogonalisierung der primitiven Basis

e Berechnung der Hamiltonmatrix in der Orthonormalbasis (Integrale)

Diagonalisierung der Hamiltonmatrix

Analyse der gefundenen Eigenwerte (Energien) und Eigenvektoren (Wel-
lenfunktionen)

7.1 Wahl der Basis, kartesische Gaussbasen

Fiir eine effiziente Rechnung ist die Wahl einer guten (aber nicht zu grossen)
Basis entscheidend. Fiir das Einelektronenproblem sind die korrekten Wel-
lenfunktionen bekannt, diese sind aber als Basis fiir die Berechnung von Mo-
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lekiilen nicht sehr geeignet, da die zu berechnenden Integrale zu kompliziert
werden. Generell haben sich vor allem die sogenannten Gauss-Basen durch-
gesetzt, welche eine sehr schnelle Integralberechnug erlauben. Eine einzelne
(primitive) Gaussfunktion hat die Gestalt ¢(z, y, z) = ca'y/ 2F e~ @@ +v*+2%)
Wir positionieren den Atomkern im Ursprung des Koordinatensystems, des-
halb sind auch alle Basisfunktionen dort zentriert. Beachten Sie, dass die
Funktionen von allen drei rdumlichen Koordinaten abhédngen. Um den Ver-
lauf einer Wellenfunktionskomponente moglichst gut darstellen zu kénnen,
verwendet man oft feste Linearkombinationen (‘Kontraktionen’) folgender
Form

N
Pn(,y,2) = Y cq i yfn hn emomTE), (26)
=1

Die Koeffizienten c¢,; gewichten einerseits die verschiedenen Summanden in
der gewiinschten Art, andererseits muss aber auch die Normierungsbedingung

<90n!90n>=/00/Oo/mgoi(x,y,z)dxdydz:l (27)

erfiillt sein. Auf die Berechnung der Integrale soll hier nicht eingegangen
werden, aber wir werden es typischerweise immer mit dreifachen Integralen
zu tun haben, deshalb ist, wie schon oben erwéhnt, eine einfache Form der
Basisfunktionen sehr wichtig. Die Integrationsmehoden, welche in den Pro-
grammen verwendet werden, gehen auf die (sehr wichtige) Publikation [4]
aus dem Jahr 1966 zuriick. Via den Menu-Punkt 'Lernen, Gauss66’ kann
eine eingescannte Version dieser Originalarbeit eingesehen werden. Die Inte-
gralprogramme (Ein- und Zweiteilchen) sind angepasste Versionen aus dem
Paket PyQuante (quantum chemistry program suite) von Richard P. Muller
(open source 2004, http://pyquante.sourceforge.net). Aufgabe 4 dieses Ka-
pitels zeigt einige einfache Beispiele zur Integralberechnung. Nun ist es fiir
die weitere Rechnung wichtig, dass wir eine orthogonale Basis {¢,,} haben.
Um die gewéhlte primitive Basis {¢,} der Dimension M zu orthogonalisie-
ren kann man zum Beispiel die Uberlappmatrix S mit den Matrixelementen
< ¢p | pq > aufstellen und anschliessend diagonalisieren. Daraus resultiert
die Orthonormalbasis (als Linearkombination der primitiven Basis)

¢m(x>ya Z) = Zdnm gon(zv,y,z). (28)

n=1

Als Programmbenutzer muss man sich nur um die Wahl der primitiven Basis
kiimmern, der Rest wir automatisch ausgefiihrt. Die gesuchte Wellenfunkti-
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on ¥(z,y,z) wird im Einelektronenfall direkt als Linearkombination in der
konstruierten Orthonormalbasis erscheinen:

Mmax

U(z,y,2) = > Wy ¢m(z,y,2).

m=1

(29)

7.2 Bedienung des elektronischen Programmteils, Auf-
gaben zum Wasserstoffatom

Elektronische Rechnung
Anzahl Elektronen ()  One | Two

Anzahl Kerne ()  One ) Two
Ladung Kern 1 (1, 2, ...} 1

Symmetre z (1 oder-1) 1

Symm. x, y (1 oder 1) | 1 1

Anzahl Kernabstaende ]

Kemabstand a.u. (Min. Max.)
Spin (0., 0.5 oder 1.)

Basis

Mame Ausgabe

Ref.-Energie in a.u.

2P-In: 1(py), 2(read), 3(for)

1.4

0.5
b-h1-k1
dip
0.000

3

| sdvebpammeler

Abbildung 20: Eingabeméglichkeiten fiir elektronische Rechnungen

Erstes Ziel ist die Berechnung des Wasserstoff-Grundzustandes mit einer
kleinen Basis.

Aufgabe 1) Starten Sie das Programm und betrachten Sie die Eingabe-
Maske fiir elektronische Rechnungen (siehe auch Figur 20). Stellen Sie die
Anzahl Kerne und Elektronen je auf 1. Die Zeilen mit Kernabstdnden, Spin
und Referenzenergie miissen wir im Moment nicht beachten. In den Symme-
triezeilen soll {iberall 1 stehen, das bedeutet wir suchen radialsymmetrische
Wellenfunktionen. Bei der Basis wéhlen Sie b-h1l-k1, dies ist eine bereits
vordefinierte Basis aus 8 Funktionen. Den Namen fiir die Ausgabe wéhlen
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Sie selbst. Nach Speichern der Eingabe und Programmstart kann im Ter-
minalfenster die Rechnung beobachtet werden. Am Schluss erscheinen die
Eigenwerte in atomaren Einheiten: -4.99983746e-01, -1.23255624¢-01 (a.u.).
Die korrekten Eigenwerte sind nach der Balmerformel @ E, = ’7?2'5 a.u.
bekannt, wobei n die Hauptquantenzahl bezeichnet. Der Grundzustand (1s)
ist offenbar mit dieser Basis schon gut beschrieben, der 2s Zustand (exakt

—0.125a.u.) wiirde etwas mehr Basisfunktionen brauchen.

Aufgabe 2) Jetzt soll die Basis vergrossert werden, so dass auch hohere
s-Zustéande korrekt berechnet werden. Die Parameter einer Basis sind jeweils
in einer Textdatei abgelegt. Vergleichen Sie die Dateien b-h1-k1 und b-hl-
k2. Man sieht in der zweiten Basis vier zusitzliche flache Funktionen (mit
kleinen Exponenten «, damit reicht die Basis weiter in den Raum hinaus.
Probieren Sie die Basis aus. Beurteilen Sie selbst die Qualitdt der hoheren
s-Zustdande. Vergrossern Sie eventuell die Basis nochmals und studieren Sie
die Auswirkungen. Stellen Sie den Schreibparameter auf 2, jetzt kommt mehr
Ausgabe im Terminalfenster. U.a. sehen Sie, wie die Wellenfunktionen aus
den primitven Basisfunktionen zusammengesetzt sind. Schauen Sie die Ko-
effizienten zu Orbital 2 an (2s):

[-2.52568929E-04, -1.98805534e-03, -1.01280977e-02, -4.20982511e-02,
-1.27464483e-01, -2.98223981e-01, -1.30347330e-01, 8.08648623e-01,
4.19368300e-01, -7.16995546e-02, 3.53003530e-02, -8.66712262¢-03].
Offenbar ist vor allem die 9. Basisfunktion noch sehr wichtig. (Diese Koeffi-
zienten entsprechend den w,, in Gleichung )

Aufgabe 3) Nun soll eine berechnete (elektronische) Wellenfunktion gra-
phisch dargestellt werden. Im entsprechenden Menu (siehe auch Figur
muss der Name (der vorgéngigen Rechnung) und eine Nummer angeben wer-
den. Der zweidimensionale Plot zeigt einen Schnitt parallel zur xzz-Ebene, in
vertikaler Richtung sind die Funktionswerte aufgetragen. Man hat die Wahl
zwischen den primitiven Basisfunktionen (ev. Kontraktionen) oder den be-
rechneten Wellenfunktionen (Orbitalen). Rechts unten lasst sich der Bereich
(x, z) einstellen. Die y-Koordinate fiir den Schnitt ldsst sich ganz unten rechts
eingeben. Die Eingaben unter dem Stichwort 'Koordinaten eines der Elek-
tronen’” werden erst bei zwei Elektronen sinnvoll. Das Beispiel [21] zeigt den
Vorzeichenwechsel der 2s-Funktion (in der Mitte negativ, aussen positiv).
Die Grafik kann extern gespeichert und mit der Maus gedreht werden. Stel-
len Sie auch die 3s-Funktion dar und untersuchen Sie die Anzahl Nullstellen
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in radialer Richtung.

Graphische Darstellungen
Potentialkurve () Wibrat. Wellenfunktion
| Elektr. Basisfunktion (=) Molek. Orbital (1 el)
Fo.05
| Elektr. Wellenf. (2 el)
r0.00 MNummer f. Grafik oder Potential = 2
5 Name (Eloktron. Wellenfunktion)  h1-k2
~0.05 S
2 Koordinaten fuer eines der Elektronen
=0.10 E *- und y-Koordinate (), Q0.
z-Koordinate (.
-0.15
Bereiche fuer 2D Grafik
—0.20 xmin xmax -1, 10.
R — g 10 . .
-5 o 0 zmin fzmax | -10. 10.
0 5 10 -10 > z
X I Grafik erstellen
y (2D Grafik) ).

Abbildung 21: Grafik-Beispiel einer Wellenfunktion (2s H-Atom)

Der wesentliche Teil 2% ¢/ 2% e~ +¥°+2*) giner primitiven Basisfunktion
enthélt 4 Parameter. Der Exponent « ist am einfachsten zu verstehen, bei
Vergrosserung féllt die Funktion immer steiler gegen aussen ab. Die Wahl von
7, j und k beeinflusst den Typ der Funktion. Bis jetzt hatten wir es nur mit
s-Funktionen (i = j = k = 0) zu tun, jetzt gehen wir zu den p-Funktionen.
Die atomare Schrodingergleichung ist symmetrisch beziiglich Spiegelungen
an den drei Koordinatenebenen, deshalb kann man sich auch bei der Losung
auf Wellenfunktionen beschréinken, die ein wohldefiniertes Spiegelungsverhal-
ten zeigen. In der Eingabemaske kann man unter Symmetrie x (yz-Ebene)
eingeben, ob sich das Vorzeichen der Wellenfunktion bei der entsprechenden
Spiegelung dndert (—1) oder nicht (1). Unter b-h1-p1 ist als Beispiel eine p,-
Basis vorbereitet, d.h. die Symmetrieachse der typischen Hantel liegt auf der
x-Achse (i = 1, j = k = 0). In Figur [22| erkennt man deutlich das verschie-
dene Vorzeichen der beiden Hantel-Teile (Hauptpeaks) und dazu iiberlagert
das Verhalten des 3p Radialteils.

Aufgabe 4) Gegeben sind die beiden primitiven Basisfunktionen (ohne Nor-
mierungsfaktoren) ¢ = e @ Tv°+2%) und py = ze P +¥°+2%) Berechnen Sie

38



(formal) folgendes Matrixelement: < ¢ | ¢1 >= [0 [0 [% ¢ dx dy d=.

Was folgt daraus fiir den Normierungsfaktor von ;. Berechnen Sie entspre-
2

chend < ¢ | g2 > und < ¢y | % w1 >. Tipp: Faktorisieren Sie jeweils den

Integranden und verwenden Sie [ e~ = /7 /(2¢).

Resultate: (i)i’:/?’ Null (Orthogonalitét), — (g)sﬂ ﬁ

Aufgabe 5) Untersuchen Sie zu den Symmetrien p, und p, (Basisdatei
dndern) jeweils die Wellenfunktionen zu den tiefsten Eigenwerten. Kontrol-
lieren Sie auch die Energie-Eigenwerte (im Rahmen unserer Theorie nur von
der Haupquantenzahl n abhéngig). Warum ist p, beim vorliegenden Pro-
gramm nicht so giinstig ?

Am Beispiel der s-Basis soll jetzt noch gezeigt werden, wie man fiir be-

wave function

-15 10

-10
5 -
X 10 15 —15

-5 D
Abbildung 22: Grafik-Beispiel einer p-Wellenfunktion (3p H-Atom)

stimmte Zustinde mehrere primitive Basisfunktionen zu einer Kontraktion
zusammenfassen kann. Wir verwenden die Basis b-h1-k2 (siehe oben) und
schauen die Wellenfunktion zum 1s-Zustand an. Die Koeffizienten der 3. bis
7. primitiven Funktion sind betragsméssig am grossten. Deshalb packen wir
die Linearkombination dieser 5 Beitrige zu einer Kontraktion zusammen,
welche das 1s-Orbital schon recht gut beschreibt (siche b-h1-k3). Die Basis
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wird damit insgesamt kleiner, allerdings ist sie jetzt nur noch zu Berechnung
des Grundzustandes geeignet. Die Koeffizienten des 1s-Zustandes sind dann
neu:

[-1.00023529e+00, -7.17964466e-04, -5.55033306e-03, 6.75647157e-03,
-1.48887446e-02, 1.65730246e-02, -1.13635648¢e-02, 3.56555140e-03].

Die iibrigen Basisfunktionen tragen kaum mehr etwas zum tiefsten Zu-
stand bei. Mit dieser Technik der Zusammenfassung zu Kontraktionen lésst
sich also ein bestimmtes Orbital in einer festen Kombination vordefinieren.
Meist wird dieses Vorgehen erst bei komplizierteren Molekiilen sinnvoll.

Freiwillige Aufgabe 6) Erstellen Sie eine Basis, welche das 2p,-Orbital als
feste Kontraktion enthélt.

7.3 Berechnungen am HJ Molekiil-Ton

Mit der Rechenmethode des Einelektronenproblems lésst sich auch das ein-
fachste Molekiil-Ton Hj behandeln. Wir haben also zwei Kerne (Protonen)
in einem bestimmten Abstand, welche durch das eine Elektron zusammen
gehalten werden. Dieses System ist gegeniiber dem Grenzfall H(1s) + HT
nur relativ schwach gebunden, trotzdem hat das Ion in der Astrophysik bzw.
der Chemie interstellarer Gaswolken eine grosse Bedeutung.

Aus Symmetriegriinden ist es zweckmaéssig die beiden Protonen auf der z-
Achse und symmetrisch beziiglich des Nullpunktes zu positionieren. Fiir eine
Testrechnung kénnen wir wieder die s-Basis (b-h1-k2) zum H-Atom verwen-
den. Die elektronische Energie héngt nun auch noch vom Abstand der beiden
Kerne ab und wir haben zusétzliche Bewegungsfreiheitsgrade. Der Kernab-
stand ist nicht fix, sondern es kommt zu einer Schwingungsbewegung (Vibra-
tion). Die Elektronenbewegungs ist allerdings viel schneller als die Vibration,
die Elektronwolke passt sich praktisch sofort an den aktuellen Kernabstand
an. Es macht also Sinn fiir eine Reihe von Absténden die elektronische Ener-
gie zu berechnen. Um die Bindungsenergie beurteilen zu koénnen addieren
wir noch die potentielle Energie der Kernabstossung. Stellt man diese Ener-
giesumme als Funktion des Kernabstandes dar, so spricht man von einer
Potentialkurve. In Figur 23| erkennt man, dass die Potentialkurve fiir grosse
Absténde gegen die Energie von H(1s) + HT strebt (—13.6eV). Bei einem
Abstand von ca. 2.0 a.u. (1.06A, d.h. Angstrém) ist ein Minimum zu sehen.
Es ist also zu erwarten, dass Molekiil-Ion (in seinem elektronischen Grundzu-
stand) um diesen Gleichgewichtsabstand vibriert. Auf das Thema Vibration
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kommen wir im Kapitel 11| zuriick.

Electronic energy in eV
iR iR L
o F ol
o o o

iR
o
=)

-15.5

-16.0

- 6'%.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 2.5 4.0 4.5
r in Angstroem

Abbildung 23: Berechnete Potentialkurve zu Hy (*%)

Der elektronische Grundzustand von Hj trigt die Symmetriebezeichnung
22;. Genauere Erklarungen dazu folgen spéter, vorerst nur soviel: ¥ heisst,
die elektronische Drehimpulskomponente in Achsenrichtung ist Null (rota-
tionssymmetrische Wellenfunktion beziiglich der Achse). Das g (gerade) be-
zeichnet das Spiegelungsverhalten der Wellenfunktion beziiglich des Mittel-
punktes zwischen den beiden Kernen. In Figur 24]ist die elektronische Wel-
lenfunktion zum Grundzustand von Hy (*X}) dargestellt.

Aufgabe 5) Rechnen Sie (mit der Basis b-h1-k2) eine Potentialkurve zu Hy
und stellen Sie diese graphisch dar (siche Potentialkurve im Menu bei den
graphischen Darstellungen). Untersuchen Sie auch sehr kleine und sehr grosse
Kernabsténde. Die verwendete Basis ist noch nicht ganz optimal. Vergréssern
Sie die Basis und versuchen in der Gegend des Minimums auf eine Energie
von etwa —16.2eV zu kommen. Beachten Sie (in der Terminalausgabe), dass
es auch mindestens einen angeregten (gebundenen) Zustand gibt. Bestimmen
Sie sein Verhalten fiir grosse Kernabstéande. Stellen Sie die elektronische Wel-
lenfunktion fiir die tiefsten beiden >-Zusténde graphisch dar und beachten
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Sie den Unterschied zwischen den Symmetrie g (gerade) und u (ungerade).

0.45
0.40
0.35
0.30
0.25
0.20
0.15

0.10
0.05
0.00

wave function

Abbildung 24: Elektronische Wellenfunktion zum Grundzustand von
H3 (*X]). Das Elektron ist mit gleicher Wahrscheinlichkeit bei beiden Ker-
nen. Die Ladungsverteilung zwischen den Kernen ist verantwortlich fiir die

(chemische) Bindung.

8 Wellenfunktion fiir zwei Elektronen

8.1 Spin, Slaterdeterminanten

Hat man mehr als ein Elektron, so wird der Ansatz zur Losung der (elek-
tronischen) Schrodingergleichung etwas komplizierter. Wir beschrénken uns
auf zwei Elektronen, dabei lassen sich bereits die wichtigsten Prinzipien und
ihre Auswirkungen studieren. In diesem Kapitel werden die dazu nétigen
theoretischen Konzepte eingefithrt und erklirt. Die erste Anderung betrifft
die Anzahl Koordinaten, die gesuchte Wellenfunktion héingt von den Posi-
tionen (7} und 75) beider Elektronen ab. Nun sind die beiden Elektronen
nicht unterscheidbar, die Wellenfunktion muss also ein wohldefiniertes Sym-
metrieverhalten bei Teilchenaustausch zeigen. Zweitens wird jetzt auch der
sogenannte Spin des Elektrons wichtig, den man sich als eine Art Eigendre-
himpuls vorstellen kann. Der Spin ist ebenfalls eine quantisierte Grosse und
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hat fiir Elektronen, Protonen und Neutronen den Wert 0.5 (in Einheiten von
h). Die Komponente beziiglich einer Achse kann dabei die Werte +0.5 (Sym-
bol &) und —0.5 (Symbol §) annehmen. Diese ausgezeichnete Achse wird
bei uns immer die z-Achse sein. Die Wellenfunktion des Zweielektronenpro-

Abbildung 25: Klassische Veranschaulichung des Elektronenspins: Die Elek-
tronen werden zu ’kleinen” Magneten. Wolfgang Pauli im Jahre 1945

blems enthalt auch einen Spinteil, wobei die beiden Spins entweder zum Ge-
samtspin 0 (Singulett) oder zum Gesamtspin 1 (Triplett) koppeln kénnen.
Beim Triplett-Zustand hat die Spin-Komponente beziiglich einer Achse drei
mogliche Werte (—1, 0 und +1), was zu einer Dreifach-Aufspaltung gewisser
Spektrallinien im Magnetfeld fithrt (Namenserklarung).

Alle Teilchen mit halbzahligem Spin nennt man Fermionen, alle Teilchen
mit ganzzahligem Spin heissen Bosonen. Nach Wolfgang Pauli miissen alle
Wellenfunktionen, welche Fermionen beschreiben einen Vorzeichenwechsel bei
Teilchenaustausch zeigen. (Bei Bosonen, zum Beispiel Pionen, gibe es ent-
sprechend keinen Vorzeichenwechsel.) Eine Begriindung dieser tiefgriindigen
Erkenntnisse ist in unserem Rahmen nicht méglich. Die drastischen Auswir-
kungen dieser Prinzipien konnen wir aber gut verstehen.

Die einfachsten Ansétze fiir den Spin-Teil einer Zweielektronen-Wellen-
funktion lauten: a(1)a(2) und 5(1)5(2). Die z-Komponenten beider Teil-
chen haben das gleiche Vorzeichen und der Gesamtspin muss 1 sein. Daraus
schliessen wir, dass eine Spin-Wellenfunktion, welche bei Teilchenaustausch
das Vorzeichen nicht wechselt, einen Triplett-Zustand (d.h. Gesamtspin 1)
beschreibt. Es gibt noch eine dritte Triplett-Funktion «(1)5(2) + 5(1)a(2),
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damit haben wir alle drei Moglichkeiten fiir die z-Komponente des Gesamt-
spins Mg (1, —1, 0). Nach dem Pauli-Prinzip sind fiir eine Komponente der
Gesamtwellenfunktion im Triplettfall folgenden Formen moglich:

©5 (71, 72) = [¢(71) ¢ (72) — Gn(71)¢5(72)] - (1)er(2) (30)

O (71, 72) = [0;(F)r(T2) — ou(P1)e(72)] - B(1)B(2) (31)
©5 (71, 72) = [0;(F1)n(72) — (1) 0;(72)] - [(1)B(2) + B(L)a(2)] . (32)

Wir haben in also je einen symmetrischen Spin-Teil und einen an-
tisymmetrischen Ortsteil. Dies bedeutet, dass bei Triplettzustinden wegen
[0, (71) @ (T2) — ¢;(T1)¢j(T2)] = 0 nicht beide Elektronen im selben (réum-
lichen) Orbital sein kénnen. Insbesondere kann also beim Heliumatom der
Grundzustand kein Triplett sein, da sich nicht beide Elektronen im tiefsten
Orbital aufhalten kénnen.

Im einfacheren Singulettfall gibt es nur eine Moglichkeit, da Mg = 0 sein
muss (Spin-Teil antisymmetrisch, Ortsteil symmetrisch):

(71, 72) = [ () Er(72) + 0k ()85 (72)] - [a(1)B(2) — B(La(2)] . (33)

Beim anti-symmetrischen Ortsteil konnen sich nicht beide Elektronen
am selben Ort (7} = r5) befinden, da dann [¢; () ¢k (72) — ¢or(71)P;(72)] =
0 wiirde, die Elektronen weichen sich also aus. Dies fithrt wegen der da-
durch schwécheren Elektron-Elektron-Abstossung zu einer tieferen Energie.
Bei gleicher Raumbesetzung ist also normalerweise der Triplett energetisch
tiefer als der Singulett. In diesem Sinn haben die Prinzipien von Spin und
Austausch-Symmetrie dramatische Auswirkungen auf die Energieniveaus von
Atomen und Molekiilen, obwohl die Spins nur eine (sehr geringe) magneti-
sche Wechselwirkung zeigen. Der Effekt der sogenannten Austauschwechsel-
wirkung ist ein rein quantentheoretisches Phinomen und hat kein klassisches
Analogon.

Die symmetriegerechten Kombinationen von Orbitalen (¢;) zu Mehrteil-
chenwellenfunktionen nennt man auch Slaterdeterminanten oder Konfi-
gurationen.

44



8.2 Schroédingergleichung und Bezeichnung von Zustin-
den beim Heliumatom

Das zweite Elektron fithrt zu zusétzlichen Termen in der Schrédingerglei-
chung (atomare Einheiten):

7 2 7 2 2
c - ¢ + ¢ \D(Fl,f’g) :E‘IJ<F1,F2)’ (34)

r1 T2 |7?1—7?2|

1 1
ViV

wobei der Laplaceoperator V? nur auf die Koordinaten 7; wirkt. Der letzte
Term in der eckigen Klammer beschreibt das Potential der Elektron-Elektron-
Abstossung und 7 ist die Kernladungszahl. Wegen der komplizierten geo-
metrischen Abhéngigkeit des Abstossungsterms ist der Rechenaufwand fiir
Mehrelektronensysteme deutlich grosser als fiir Einelektronenprobleme. Beim
Aufbau der Hamiltonmatrix miissen sechsfache Integrale ausgewertet werden
(Zweiteilchenintegrale [ d*r [ d*rs ¢i(17)d;(r1) ok (r2)pu(r3) | 71 — 73 |71).

Im letzten Unterkapitel wurde die Kopplung der beiden Elektronenspins
zu eines Gesamtspin (Singulett oder Triplett) besprochen. Wie beim H-Atom
besitzen die Elektronen je auch einen 'Bahndrehimpuls’. Eine entsprechende
Kopplung fithrt zu einem (ebenfalls quantisierten) Drehimpuls L mit Ach-
senkomponente (meist z) M. Folgende gazzahlige L-Werte sind moglich: 0
(Bezeichnung S), 1 (Bezeichnung P), 2 (D), 3 (F), ..... Die z-Komponente
My, kann alle (2L + 1) ganzzahligen Werte zwischen —L und +L anneh-
men. Genau genommen koppeln S und L noch zu einem Gesamtdrehimpuls
J, diese Feinheit lassen wir aber im Moment ausser acht, da sie sehr wenig
Einfluss auf die Energie hat. Wir beschrinken uns also auf die Zustandsbe-
zeichnungen der Form 29*!L. Zum Beispiel bedeutet *P: Triplett (S = 1)
und L = 1. Etwas verwirrend ist, dass S die Spinquantenzahl bezeichnet,
hingegen S den Drehimpuls L = 0 abkiirzt. Wie immer beziehen sich alle
Drehimpulsquantenzahlen auf die Einheit A.

9 Berechnungen fiir das Heliumatom

9.1 Vorgehen

Jetzt gehen wir an die konkreten, numerischen Berechnungen zum Heliuma-
tom. Ublicherweise legt man dem Ansatz fiir die Wellenfunktion (orthonor-
mierte) Ein-Elektronenfunktionen ¢,,(z, y, z) zu Grunde. Diese kann man am
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einfachsten gewinnen, in dem man die Einteilchen-Hamiltonmatrix aufstellt
und diagonalisiert, genau wie im Fall des H-Atoms (ausser dass die Kernla-
dung verdoppelt wird). Geméss den Glelchungen 30| bis 33} . ) werden daraus
Slaterdeterminanten @7 SMs Lonstruiert. Die Zweiteilchenwellenfunktion wird
dann als Llnearkomblnatlon von Slaterdeterminaten geschrieben:

G MS (71, 72) Zw]kq) 5(11, 7). (35)

Elektronische Rechnung

Anzahl Elektronen () One (=) Two
AnzahlKerne (¢) One () Two
Ladung Kern 1 (1,2,..) 2
Symmetrie z (1 eder-1) 1
Symm. x, v (1 oder-1) 1 1

Anzahl Kernabstaende | 1

<emabstand a.u. (Min. Max.) | 1.4 1.5
Spin (0., 0.5 oder 1.) | (.
Basis | b-he-k2

Mame Ausgabe | he-k2
Ref.-Energie ina.u. | 0.000

2P-In: 1(py), 2({read), 3(for) | 3

| Sdwobpammeisr 1

Abbildung 26: Eingabebeispiel fiir eine Berechnung am Heliumatom.

9.2 Beispiele und Aufgaben, Spektrum

In einer ersten Serie von Rechnungen beschrinken wir uns auf Zustdnde bei
denen sich eines der beiden Elektronen im 1s Orbital befindet. In diesem Fall
richtet sich der Drehimpuls L und auch das rdumliche Spiegelungsverhalten
der Wellenfunktion ganz nach dem ’anderen’ Elektron. Wir versuchen zuerst
den Grundzustand des Heliumatoms mit einer kleinen Basis zu berechnen,
welche nur s-Funktionen enthélt.
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Aufgabe 1) Verwenden Sie die Basis b-he-k1 zur Berechnung von totalsym-
metrischen Wellenfunktionen. Die Eingabeparameter sind geméss Figur
einzustellen. Die Basis enthélt 18 s-Funktionen und ist vergleichbar mit einer
Basis zur Berechnung des Grundzustandes des H-Atoms.

Das Resultat dieser ersten Testrechnung ist relativ enttduschend: —2.8789%a.u.
bzw. —78.34eV verglichen mit dem experimentellen Wert —79.005e¢V. Im-
merhin ist der Wert schon mal deutlich besser als die Berechnung mit dem
Bohr’schen Atommodell (siehe Figur . Nun gehen wir zu einer grésseren
Basis b-he-k2 iiber, die auch p- und einige d-Funktionen enthélt:

Aufgabe 2) Berechnen Sie mit der Basis b-he-k2 die tiefsten Singulett-
und Triplettenergien fiir das Heliumatom. Untersuchen Sie neben den S-
Zustinden 'S und 3S auch P-Zustéinde (*P und 3P). Die Wartezeiten werden
jetzt schon unangenehm lang, so dass es sich fast lohnt Kaffee zu trinken so
lange der Computer rechnet. Fast die ganze Rechenzeit wird fiir die Berech-
nung und Transformation der Zweiteilchenintegrale gebraucht. Bei mehreren
Laufen mit der gleichen Basis lohnt es sich also diese Integrale abzuspeichern.
Fiir ungeduldige Benutzer wird die entsprechenden Datei mitgeliefert. Falls
ein Fortran-Compiler installiert wurde, kann die CPU-Zeit stark verkiirzt
werden in dem man die Option 3 unter 2P-In" wéhlt. In der folgenden Ta-
belle sind die Resultate zu Aufgabe 2) zusammengestellt.

Tabelle 1: Resultate zu Aufgabe 2), alle Energien in eV, alle Differenzen
relativ zum Grundzustand.
Gerechnete Energie Differenz  Zustand  Exp. Differenz

-78.952 0.000 Sing 1sls 0.000
-58.387 20.565  Sing 1s2s 20.616
-59.187 19.765  Trip 1s2s 19.820
-56.278 22.674  Trip 1s3s 22.719
-57.762 21.190  Sing 1s2p 21.218
-55.913 23.039  Sing 1s3p 23.087
-58.023 20.929  Trip 1s2p 20.964
-55.996 22,956  Trip 1s3p 23.007

Mit der Basis aus Aufgabe 2) sind die Resultate deutlich besser geworden.
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Der Fehler der Grundzustandsenergie betragt noch etwa 0.07%, die Fehler der
Anregungsenergien sind von der Grossenordung einiger Hundertstel eV. Die-
se Genauigkeit reicht noch nicht fiir die Berechnung préziser Spektren. Man
sieht aber zum Beispiel die oben erwéhnte wichtige Eigenschaft, dass bei
gleicher Raumbesetzung der Triplett-Zustand tiefer liegt. Beachten Sie auch,
wie die Anzahl Konfigurationen in der Reihenentwicklung mit der Grosse
der Basis wéchst. (Man redet auf von 'Configuration Interaction” = CI.) Bei
der Rechnung zum Grundzustand in Aufgabe 2) waren es zum Beispiel mehr
als 300 Konfigurationen. Im vorliegenden Programm werden jeweils (fast)
alle Konfigurationen ('Full CI') gebildet, die die gewiinschten Eigenschaf-
ten beziiglich Spin und Raumsymmetrie aufweisen. Dabei kénnen auch Or-
bitalkombinationen zur Wellenfunktion beitragen, welche einzeln nicht das
gewiinschte Symmetrieverhalten haben. (Aus numerischen Griinden werden
bei grosseren Basen jeweils die energetisch hochsten Orbitale weggelassen.)

Aufgabe 3) Vergleichen Sie die Koeffizienten wy, folgender Beitrige zur
Grundzustandswellenfunktion: (sy, s1) und (py, p1). Dabei sind mit s; und p;
die energetisch tiefsten s- bzw. p-Orbitale gemeint.

Antwort zu Aufgabe 3): —0.9616 und 0.01618, d.h. die (p, p)-Beitrédge sind
durchaus nicht vernachléssigbar und kommen natiirlich dreifach vor (Rich-
tungen z, y, 2).

Hydrogen

Helium

Abbildung 27: Spektren von He und H im sichtbaren Wellenlédngenbereich.
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Aufgabe 4) Die Wellenlinge der Spektrallinie fiir den Ubergang 3S(1s, 3s) —
3P(1s,2p) soll mit den gerechneten und den experimentellen Energien aus Ta-
belle [I bestimmt werden.

Resultate zu Aufgabe 4): Experimentelle Wellenlinge A = 706.5nm, ge-
rechnete Wellenlinge A = 711nm. Diese (rote) Linie ist in Figur ganz
rechts im Helium-Spektrum zu sehen. Man sieht, die Ungenauigkeit der Rech-
nung in Aufgabe 4) entspricht etwa der Fehlergrossenordnung eines typischen
(sorgfiltig durchgefiihrten) Schulexperimentes. Experimentelle Werte findet
man zum Beispiel in Handbook of Basic Atomic Spectroscopic Data, J. E.
Sansonettia and W. C. Martin, National Institute of Standards and Techno-
logy, Gaithersburg, Maryland, 2005, wo Wellenldngen mit der Genauigkeit
0.00001nm angegeben sind!

9.3 Wellenfunktionsgrafiken

Einge graphische Darstellung einer Wellenfunktion, welche von zwei Elek-
tronenpositionen abhéngt ist schwierig. Im zugehorigen Programm ist aber
folgende Moglichkeit eingebaut: Man kann im Bedienungsmenu (Figur 28| die
Position des einen Elektrons angeben, worauf die Wellenfunktionsabhéngig-
keit von den Koordinaten des anderen Elektrons gezeichnet wird. Ausserdem
lasst sich auch die y-Koordinate der Schnittebene (parallel zur zy-Ebene)
festlegen. Damit ldsst sich die bekannte Antisymmetrie des Raumteils der
Triplett-Wellenfunktion veranschaulichen: In Figur ist links die Triplett
und rechts die Singulett Wellenfunktion gezeichnet, wobei die Koordina-
ten eines der beiden Elektronen dem Koordinatennullpunkt entsprechen. Im
Singulett-Fall (symmetrischer Raumteil beziiglich Teilchenaustausch) kann
sich das "zweite’ Elektron mit hoher Wahrscheinlichkeit in der Ndhe des ’er-
sten’ Elektrons aufhalten und es kommt zu einer stérkeren Elektron-Elektron-
Abstossung. Im Triplett-Fall (antisymmetrischer Raumteil beziiglich Teil-
chenaustausch) ergibt sich eine Nullstelle der Wellenfunktion, wenn beide
Elektronen am selben Ort sind. Dadurch wird das 'zweite’ Elektron in der
Grafik nach aussen gedriickt, wodurch sich die Abstossung der Elektronen
reduziert und der Triplettzustand die tiefere Energie besitzt. Eine &hnliche
Darstellung ist in Figur [30| zu sehen: Bei der *P (1s2p,) Wellenfunktion ist
ein Elektron im Punkt P,(0.4 / 0 / 0.5) angebracht. In diesem Punkt haben
beide Orbitale einen mittleren Betrag. Die graphische Darstellung zeigt also
eine Mischung der beiden Orbitale. Das "andere’ Elektron kann sich nicht an
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(®) Elektr. Wellenf. (2 el)
Mummer f. Grafik cder Potential 2
Mame (Elektron. Wellenfunktion)  he-k2
Koordinaten fuer eines der Elektronen
% und y-Koordinate (), 0.

2-Koordinate (),

Bereiche fuer 2D Grafik
xmin /xmax -3, 3.
zmin /zmax | -3, 3.
Grafik erstellen ]
y (2D Grafik) | 0.

Abbildung 28: Menu fiir die graphische Darstellung von Zwei-Elektronen-
Wellenfunktionen.

der selben Stelle authalten und das Symmetrieverhalten beziiglich Spiegelung
an der yz-Ebene ist gestort. Hingegen ist die Spiegelungssymmetrie im Bezug
auf die xy-Ebene noch in Takt. Die erzwungene Nullstelle in P, fiihrt also zu
einem zweiten Nulldurchgang bei (0.4 / 0 / —0.5).

Aufgabe 5) Machen Sie sich mit der beschriebenen Technik der graphischen
Darstellung von Zweielektronenwellenfunktionen vertraut. Untersuchen Sie
damit einige interessante angeregte Zustdnde. Verdndern Sie auch die y-
Koordinate des graphischen Schnittes.

9.4 Rechnungen mit grosseren Basen

Wir versuchen nun mit vergrosserten Basen die angeregten Heliumzustéinde
noch etwas genauer zu berechnen.

Aufgabe 6) Berechnen Sie mit der Basis b-he-k3 die Singulett- und Tri-
plettzustiande der Konfiguration 1sns. In der Basis b-he-k4 sind noch etwas
mehr p- und d-Basisfunktionen zugefiigt. Die d-Funktionen mit den Expo-
nenten (101) und (011) sind allerdings weggelassen, so dass man bei den
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Abbildung 29: Vergleich von Triplett- und Singulett-Wellenfunktionen (1s2s).
Eines der beiden Elektronen ist im Nullpunkt des Koordinatensystems posi-
tioniert.

D-Zusténden die richtige Raumsymmetrie wihlen muss. Bestimmen Sie da-
mit einige Energien der Konfigurationen 'P, 3P, 1D, 3D. (Die Zweiteilchen-
integrale sind vorhanden.) Man sieht beim Vergleich mit Tabelle [2| dass

sich die Resultate mit der grosseren Basis verbessert haben. Die Abweichun-
gen der Anregungsenergien von den experimentellen Werten sind von der
Grossenordnung einiger Hundertstel eV, was verglichen mit den Gesamt-
energien klein wirkt. Leider kommt es bei den Spektren aber auf die Diffe-
renzen zwischen verschiedenen Zustdnden an, so dass die daraus folgenden
Wellenléngen immer noch nicht sehr genau sind. In der Tabelle [3| sind die
wichtigsten Ubergiinge im sichtbaren Spektralbereich aufgelistet.

Aufgabe 7) Berechnen Sie aus den (gerechneten) Energien in Tabelle 2] die
Wellenldngen der Spektrallinien aus Tabelle [2] Studieren Sie die Art der vor-
kommenden Ubergiinge, wobei Sie auf den Gesamtspin (Singulett, Triplett)
und auf den Gesamtbahndrehimpuls (S, P, D, ...) achten miissen.

Auf die in Aufgabe 7) angeschnittenen Fragestellungen kommen wir im Ka-
pitel [12] wieder zuriick. Insbesondere werden wir in diesem Zusammenhang
dann auch das Problem der Intensitdt von Spektrallinien anpacken miissen.
Eine weitere ungeklérte Frage betrifft die Lebensdauer angeregter Zusténde.
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Abbildung 30: Wellenfunktion He(1s2p,). Eines der beiden Elektronen ist im
Punkt (0.4 / 0 / 0.5) positioniert.

10 Das Wasserstoffmolekiil

Das Wasserstoffmolekiil Hy stellt den einfachsten Fall einer (kovalenten) che-
mischen Bindung dar. Es ist klar, dass die Elektronendichte zwischen den
beiden Protonen fiir den Zusammenhalt der beiden Atome verantwortlich
ist. In diesem Kapitel soll es um die quantentheoretische Berechnung der
Wellenfunktion und der zugehorigen Energie gehen. Wie schon im Abschnitt
[7.3]ist es sinnvoll die Summe der elektronischen Energie und der potentiellen
Energie der Kernabstossung als Funktion des Kernabstandes R darzustellen
(Potentialkurve). Der Ansatz und die Rechentechnik sind sehr dhnlich wie
beim Heliumatom, die beiden Elektronenspins kéonnen zum Beispiel eben-
falls zu Singulett oder Triplett koppeln. Allerdings muss der Hamiltonope-
rator gemdss [34f noch leicht erweitert werden, da die Elektronen von beiden
Kernen an den Positionen F; und R angezogen werden:

-1 -1 2 7 2 2
PR APy e

— - + . =
s | Ry —7 | |7 =1

U(7, 7o) = BW(, 7).
(36)

Zuerst wenden wir uns dem elektronischen Grundzustand zu. Fiir eine er-
ste Testrechnung verwenden wir die Minimal-Basis b-h2-k1, welche natiirlich
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Tabelle 2: Resultate zu Aufgabe 6 (Helium-Atom), alle Energien in eV, alle
Differenzen relativ zum Grundzustand, Grundzustandenergie —2.90239%a.u.=
—T78.978eV.

Gerechnete Anregungsenergie  Zustand  Experimentelle Anregungsenergie

20.586 Sing 1s2s 20.616
19.788 Trip 1s2s 19.820
22.687 Trip 1s3s 22.719
21.226 Sing 1s2p 21.218
23.069 Sing 1s3p 23.087
20.960 Trip 1s2p 20.964
22.985 Trip 1s3p 23.007
23.674 Trip 1s4s 23.594
23.0437 Trip 1s3d 23.0737
23.8068 Trip 1s4d 23.7362
23.0442 Sing 1s3d 23.0741
23.8072 Sing 1s4d 23.7364

auf beiden Kernen zentriert werden muss.

Aufgabe 1) Berechnen Sie mit der Basis b-h2-k1 eine Potentialkurve fiir den
Grundzustand 12; des Hy-Molekiils. Wihlen Sie als Referenzenergie -1.0a.u.
(zwei getrennte H-Atome im Grundzustand).

Die Tiefe des Potentialtopfes fiir den Hy wurde sehr genau gemessen und be-
trigt etwa 4.748eV. Im Verlauf der 1970er und 1980er Jahre wurde die Uber-
einstimmung zwischen Experiment und Theorie immer besser (< 107%eV).
Auf der theoretischen Seite sind fiir beste Genauigkeit noch einige kleine Zu-
satzeffekte zu beriicksichtigen, auf die wir hier nicht eingehen kénnen (adiaba-
tische und relativistische Korrektur). Mit der sehr kleinen Basis aus Aufgabe
1) ergibt sich eine Topftiefe von etwa —4.2eV. Dieses Ergebnis miissen wir
noch verbessern.

Aufgabe 2) Wiederholen Sie die Berechnung der Grundzustandskurve mit

der Basis b-h2-k2 und stellen Sie die Potentialkurve graphisch dar. Beachten
Sie die Skalierung der Abstandsachse (Angstrom A, statt a.u.).
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Tabelle 3: Die wichtigsten Ubergiénge im sichtbaren Spektralbereich fiir das
Helium-Atom.
Hoherer Zustand Tieferer Zustand Wellenldnge (nm)

D (1s4d) 7P (1s2p) 14715
3S (1s4s) 5P (1s2p) 471.31
D (1s4d) P (1s2p) 492.19
1P (1s3p) 1S (1s2s) 501.57
3D (1s3d) 3P (1s2p) 587.56
'D (1s3d) P (1s2p) 667.82
3S (1s3s) 5P (1s2p) 706.52

Die Grafik aus Aufgabe 2) findet man in Figur [31] die Topftiefe betrigt
4.69eV und der Gleichgewichtsabstand 0.74A (experimenteller Wert 0.7413A).
Diese Potentialkurve werden wir im néchsten Kapitel brauchen um die Schro-
dingergleichung der Vibration zu 16sen. Im Moment bleiben wir aber noch bei
den elektronischen Zustdnden und untersuchen noch die Potentialkurve ei-
nes angeregten Zustandes. Der nichste Kanditat trigt die Bezeichnung '+,
wobei g (gerade) oder u (ungerade) das Verhalten bei Punkt-Spiegelung am
Mittelpunkt zwischen den beiden Kernen bezeichnet. Der Zusatz 4+ oder —
charakterisiert das Verhalten der Wellenfunktion bei Spiegelung an einer Ebe-
ne, welche beide Kerne enthélt. Die Buchstaben ¥ (| A |[=0), II (| A |= 1),
A (2), @ (3), ... kiirzen die Gesamtbahndrehimpuls-Komponente A in Rich-
tung der Achse ab. Schliesslich wird der Gesamtspin wie beim Helium-Atom
bezeichnet (1 Singulett, 3 Triplett).

Unser Programm unterscheidet die Symmetrien (4, —) und (g, u) nicht,
deshalb haben wir den tiefsten Zustand des Typs 'YX} im Prinzip schon in
unserer Resultatsliste des Grundzustandes (Aufgabe 2), es ist einfach der
zweite Figenwert. Allerdings ist die dort verwendete Basis zu schlecht um
den (angeregten) Zustand fiir r — oo zu beschreiben. Aus dem 'Y} wird
asymptotisch H(1s) + H(2p), wobei das p-Orbital parallel zur Verbindungs-
achse der Kerne ausgerichtet ist (d.h. bei uns p,). Die Basis b-h2-k3 ist mit
dem notigen p.-Anteil angereichert.

Aufgabe 3) Verwenden Sie die Basis b-h2-k3 zur Berechnung von Potenti-
alkurven des Grundzustandes und des angeregten Zustandes 'Y
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Abbildung 31: Potentialkurve zum Grundzustand (*¥7) von H,, gerechnet
mit der Basis b-h2-k2.

In der Figur [32 sicht man die Verbesserung beim Zustand '3, die asymp-
totische Energie betragt neu 10.2eV, wie es sein muss. Betrachtet man die
Resultate aus der Basis b-h2-k2 bei sehr kleinen Kerndistanzen, so sieht
man eventuell einige unsinnig tiefe Eigenwerte, wir nennen diese hier 'Gei-
sterlosungen’. Wenn sich die Basisanteile auf den beiden Kernen bei sehr
kleinem Abstand zu stark iiberlagern, so kommt es zu numerischen Proble-
men. Fiir die Grafik [32| wurden die unsinnigen Eigenwerte einfach weggelas-
sen. Eine andere Moglichkeit wére die Basis bei Abstédnden unter la.u. zu
verkleinern.

Zusatz-Aufgabe 4) Untersuchen Sie weitere angeregte Zustinde des Ho-
Molekiils. Interessant wéiren dabei insbesondere auch Triplett-Zusténde.
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Abbildung 32: H, Potentialkurven zu den Zusténden 'S} und '} gerechnet
mit den Basen b-h2-k2 und b-h2-k3.

11 Vibration zweiatomiger Molekiile

11.1 Berechnung von stationiren Vibrationszustinden

Jetzt soll es um die Vibration zweiatomiger Molekiile gehen, wobei schon
im Abschnitt erwahnt wurde, dass wir es bei Vibration und Elektronen-
bewegung mit einem ’hierarchischen’ System zu tun haben: Die langsame
Schwingung der Kerne gibt den Kernabstand R vor, die Elektronenwellen-
funktion passt sich dieser Vorgabe sténdig an. Die Vibrationsbewegung muss
ebenfalls quantenmechanisch angepackt werden, die moglichen Energiewer-
te sind auch hier diskret (d.h. quantisiert). Die Trennung von Schwingungs-
und Elektronenbewegung ist in sehr vielen Fillen eine ausgezeichnete Ap-
proximation. Sie wurde von Max Born und J. Robert Oppenheimer 1927
eingefithrt und ist auch unter dem Namen adiabatische Naherung bekannt.
Es gibt aber auch Situationen (vor allem im Zusammenhang mit elektronisch
angeregten Zustédnden), bei denen die die Born-Oppenheimer-Néherung ver-
sagt. Wir gehen in diesem Kapitel von einer berechneten Potentialkurve V' (R)
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Viortoriche Fechmung  VosorwheUsbogange
Kemmasseninamu | 1.0 1.0 {Namen Vio-Datsien (unieniaden) | viym1R1 || vlym2RO

Name Potentialdatei | h2—k2 _ 5 4
Name Vibrationsdatel | vib1 [ NameResuiiate | vib-tral
Energie Basiswahl (gV), | (Rot) | -0.2 0 [ Vibratorische Uebergaenge rechnen
Vibratorische Rechnung starten ] Gr‘amlﬁ:m Dalsﬁluw

Abbildung 33: Eingabebeispiel fiir die Berechnung von Vibrationszustdnden.

eines zweiatomigen Molekiils aus. Die zugehorige Schrodingergleichung
———+ V(R)] UY(R) = H2'WY(R) = EVY(R) (37)

ist (im Vergleich zum elektronischen Fall) sehr einfach und vor allem nur
eindimensional. In kommt die sogenannte reduzierte Masse p vor, die
auch in der klassischen Mechanik verwendet wird. An dieser Stelle begniigen
wir uns mit einer eindimensionalen Erkldrung: Seien m; und moy zwei Massen
mit den Bewegungsgleichungen

dz.Tl dz.TQ

mlm = r, mQW = — I, (38)

es soll also keine dussere Gesamtkraft geben, sondern nur die internen Kréfte
+F (actio=reactio). Addieren wir die beiden Gleichungen so ergibt sich,
dass der Schwerpunkt "™ #120m2%2 nicht beschleunigt ist. Werden die Gleichun-
gen aber subtrahiert, so ergibt sich

d2($1—£€2):<1 1)F_MF:,UF~ (39)

dt? my Mo mi + ms

Die vereinfachte Bewegungsgleichung enthélt also nur noch die Abstandsko-
ordinate (z = x; — z3) und die reduzierte Masse

mimes

p= (40)

)
my + moy

welche auch in der eindimensionalen Schrodingergleichung vorkommt.
Eine bewéahrte Losungstechnik zur Bestimmung der vibratorischen Wellen-
funktion WY (R) mit der Nummer n kennen wir schon, wir entwickeln in eine
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Orthonormal-Basis {¢Y }

Mmax

Uy (R) = D Vpn dp(R). (41)
m=1

Der Hamiltonoperator wird in der Basisdarstellung (wie gewohnt) zur Ha-
mitonmatrix {< ¢;" | H2 | ¢} >}, die Losungen ergeben sich (wie im elek-
tronischen Fall) durch Diagonalisierung. Wiederum verwenden wir zur Er-
zeugung einer vibratorischen Orthonormalbasis Gaussfunktionen, allerdings
ohne zusétzliche Potenzterme, dafiir aber (6rtlich) verteilt auf den gesamten
Bereich der Vibrationskoordinate R. Bevor wir auf die Details eingehen, soll
nun aber die praktische Anwendung ausprobiert werden.

Aufgabe 1) Wir gehen aus von der Datei, welche die berechnete Potenti-
alkurve zum Grundzustand des Hy Molekiils enthélt (z.B. h2-k2). Der Na-
me dieser Datei, die Bezeichnung der zugehorigen elektronischen Rechnung
und der gewiinschte Name der Resultatsdatei werden geméss Figur 33| ein-
getragen. Nach Speicherung der Eingabedaten kann die Vibrationsrechnung
gestartet werden. Eventuell kann man die verwendet Potentialkurve vorher
noch graphisch kontrollieren. Studieren Sie die entstandene Resultatsdatei
(mit einem Editor). Zuoberst steht die Anzahl verwendete Basisfunktio-
nen. Anschliessend kommen vier Spalten, ganz rechts stehen die vibrato-
rischen Eigenwerte in eV. Falls die asymptotische Energie der Potentialkurve
Null betragt, so entsprechen alle negativen Energien gebundenen Vibrations-
zustédnden. Vergleichen Sie die berechneten Eigenwerte mit Tabelle [d Wie
man sieht, entspricht der tiefste Eigenwert (bezeichnet mit n = 0) nicht
ganz der Potentialtiefe, d.h. auch im vibratorischen Grundzustand ist die
Energie nicht Null (Nullpunktsenergie). Die Energiedifferenzen zwischen auf-
einanderfolgenden Energieniveaus nehmen (normalerweise) mit zunehmender
Vibrationsquantenzahl n ab. Fiir ein (sogenanntes) harmonisches Potential
Viarm(R) = %kRQ wiren die Vibrationsenergien dquidistant F,, = hw(n + %)
mit w = \/E , wobei w = 27 f die Kreisfrequenz fiir einen vibratorischen Uber-
gang zwischen benachbarten Zusténden ist. In vielen Fillen kann der unterste
Teil einer Potentialkurve durch ein harmonisches Potential angenédhert wer-
den. Typischerweise betragen die vibratorischen Energiedifferenzen Bruch-
teile von eV, so dass die entsprechenden Ubergéinge im Infrarotbereich des
elektromagnetischen Spektrums liegen.

Aufgabe 2) Die vibratorischen Wellenfunktionen WY (R) lassen sich gra-
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Tabelle 4: Vibratorische Energie-Eigenwerte (relativ zur asymptotischen
Grenze H + H) fiir den elektronischen Grundzustand von Hs.

n B, (eV)
0 -4479
1 -3.963
2 3478
3 -3.022
4 -2.597
5 -2.202
6 -1.837
7 -1.502
8§  -1.197
9 -0.922
10 -0.677
11 -0.462
12 -0.277
13 -0.123

phisch darstellen, wobei der 'Name Vibrationsdatei’ im Menu massgebend
ist. Die Vibrationsquantenzahl n wird unter "EV-Nummer fiir Grafik’ ein-
getragen. Das Betragsquadrat | UV (R) |? ldsst sich als Wahrscheinlichkeits-
dichte fiir den Kernabstand R interpretieren. Erzeugen Sie einige Grafiken
UY(R) fiir die Potentialkurve des Hy Grundzustandes und beschreiben sie
die wesentlichen Eigenschaften in Worten. Untersuchen Sie insbesondere den
Abstand zwischen benachbarten Knotenstellen.

Die Wellenfunktionen WY (R) haben eine gewisse Ahnlichkeit mit den Ei-
genschwingungen (stehende Wellen) einer eingespannten Saite (oder Gum-
mischnur). Wie im klassischen Analogon haben wir n ortsfeste Knoten.

Nun sollen die mathematischen Details unserer Berechnung vibratorischer
FEigenzustdnde noch etwas genauer beleuchtet werden. Wir gehen von einem
Satz von Gaussfunktionen

OV (R) = Ay e BB (k=12 ... K) (42)

2
aus, wobei Ay, ein Normierungsfaktor ist (/2. [QDZ(R)} dR = 1). Die Parame-
ter £, und R bestimmen die Breite bzw. Position der einzelnen Gaussfunk-
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tionen. Wie im elektronischen Fall lisst sich die Uberlappmatrix < oY | go;-/ >

berechnen und diagonalisieren. Die Eigenfunktionen ¢V (R) der Uberlapp-
matrix bilden eine Orthonormalbasis und lassen sich zur Entwicklung der
Vibrationseigenfunktionen ¥ (R) in Gleichung verwenden. Alle Details
der (primitiven) Vibrationsbasis werden ebenfalls in der Resultatsdatei abge-
speichert: Ry, (1. Spalte), 55 (2. Spalte), Ay (3. Spalte), Energie-Eigenwerte
(4. Spalte).

Mathematisch anspruchsvolle Aufgabe 3) Berechnen Sie ein allgemei-
nes Matrixelement der Uberlappmatrix Si; = [ @Y (R) ¢} (R) dR. Tipp:
Die beiden Expontentialfunktionen, siehe Gleichung , lassen sich zu einer
Funktion e #(B=R2)* zusammenfassen. Wegen den Integrationsgrenzen kann

man R, = 0 setzen und [*°_ e do = \/7/(2) verwenden. Benutzen Sie
das Resultat auch zur Bestimmung des Normierungsfaktors Ay. Wer es noch
ein wenig komplizierter mochte, kann noch die Matrix der kinetischen Ener-
gie in der primitiven Vibrationsbasis berechnen.

Resultat zu Aufgabe 3): 5;; = Aidjm Bith;

Bt C

Nun bleibt noch die Frage, wie die Positionen und Breiten der einzelnen
Gaussfunktionen verniinftig gewihlt werden konnen. In Aufgabe 2) haben
wir gesehen, dass der Abstand zwischen den Knoten der Wellenfunktionen
an der tiefsten Stelle des Potentials am kleinsten ist. Diese Eigenschaft kann
man halbklassisch folgendermassen interpretieren: Einem Vibrationszustand
mit der Energie £ = Ey;, + Epot = Ejin + V(R) lésst sich nach Gleichung

1} an der Stelle R eine de Broglie Wellenlinge A = 2 = —____ zuord-

P 21(E—V (R))

nen. Die Erfahrung zeigt, dass etwa sechs Gaussfunktionen pro Wellenldnge
in der Basis ausreichen. Eine harmonische (stehende) Welle wird durch den
Ausdruck y(z) = y, sin(3Tx) beschrieben. Fiir eine automatisierte Basiswahl
geben wir eine Referenzenergie F,.; vor, daraus folgt die Position R; der
ersten Gaussfunktion durch die Bedingung V(R;) = E,.s. Die weiteren Posi-
tionen Ry, ergeben sich dann (nach Hamilton und Light, J. Chem. Phys. 84,
306 (1986)) mit Hilfe der Gleichung

/RRk 27T\/2H<ET;f - V(R)) _ (k _ 1>267T (43)
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Die Breite der einzelnen Gaussfunktionen kann durch die Bedingung eines
konstanten Uberlapps (z.B. 0.7) zwischen benachbarten Funktionen festge-
legt werden. Die so gewéhlte Basis sollte bis zur Vibrationsenergie E,.; gut
genug sein.

Aufgabe 4) Wiederholen Sie die Berechnung der Vibrationseigenwerte aus
Aufgabe 1) mit verschiedenen Werten fiir die Referenzenergie E,.r. Bei Ver-
kleinerung von E,.; werden die Eigenwerte grosser (d.h. nach Variations-
prinzip schlechter), eine Vergrosserung von E,.; bringt wahrscheinlich nur
bei den hochsten (gebundenen) Losungen etwas. Das heisst die Abweichun-
gen von den experimentellen Werten in Tabelle [4|sind eher durch die Qualitét
der Potentialkurve, als durch die zu kleine Vibrationsbasis zu erkléren.

11.2 Beispiele zur zeitabhingigen (eindimensionalen)
Quantendynamik

11.2.1 Methode iiber Entwicklung in eine Basis

Neben den stationdren Eigenzustdnden fiir elektronische oder vibratorische
Probleme sind oft auch dynamische Vorgédnge sehr wichtig. Die zeitliche
Entwicklung eines quantenphysikalischen Systems ist durch die sogenann-
te zeitabhéngige Schrodingergleichung gegeben. Wie beschrinken uns hier
auf einen kleinen Einblick fiir eindimensionale Beispiele. Die entsprechende
Gleichung lautet
B2 2

[Q;Lclcj‘%? + V(R)] U(R,t) = ihaat\I/(R, t), (44)
wobei hier die Wellenfunktion auch von der Zeit ¢ abhéngt. Die bisher be-
trachteten stationédren Losungen (mit der Energie E,,) waren zeitunabhéingig
bzw. ihre Zeitentwicklung entsprach einer Oszillation

U, (R, t) = e ™ U, (R) = e "1 U, (R), (45)
(mit e’ = cos(a) + ¢ sin(a) und i = —1) wie man leicht durch einsetzen
in (44) nachpriifen kann. Entwickelt man einen beliebigen Anfangszustand

U(R,t = 0) in das System der Eigenfunktionen

VRt =0) = Y a, V(R (46)
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so lasst sich die zugehorige zeitliche Entwicklung sehr einfach ausdriicken

U(R,t) =Y ane "1 U, (R). (47)

Als Beispiel betrachten wir die Bewegung eines (sogenannten) Wellenpake-
tes in einem vorgegebenen Potential. Nach der Heisenbergschen Unschérfe-
relation sind sowohl der Aufenthaltsort als auch der Impuls eines Teilchens
normalerweise nicht ganz ’scharf’, sondern iiber einen bestimmten Bereich
"verschmiert’. Bei einer harmonischen Welle y(z,t) = yo sin(kz — wt) bzw.
y(x,t) = yo cos(kx — wt) ist der Ort vollig unbestimmt. Interpretieren wir
k = 27” = 2%” nach de Broglie, so ist also der Impuls p der harmonischen
Welle exakt fest gelegt. Nach der zeitabhéingigen Schrédingergleichung
wird das Wellenpaket zu einer komplexwertigen Funktion von Ort und Zeit.
Eine (rechtslaufende) harmonische Welle lésst sich in komplexer Schreibweise
z.B. durch y(z,t) = yo cos(kr — wt) + iyy sin(kr — wt) = yo k2= aus-
driicken. Entsprechend modellieren wir unser Start-Wellenpaket als Produkt
einer Gaussfunktion und einer harmonischen Welle

U(R,t=0) = Ny e =10 [cos(kr) + isin(kr)] = N, e*r—e#=10)”  (48)

Diese Startfunktion l&sst sich nun nach in die Eigenfunktionen ¥,,(R)
entwickeln, wobei die Entwicklungskoeffizienten a,, komplex werden. Die zeit-
liche Entwicklung von Real- und Imaginérteil kénnten separat graphisch dar-
gestellt werden, fiir unsere Zwecke reicht aber der Realteil.

Aufgabe 4) Wihlen Sie die vorgegebene Potentialkurve kpotl (Spalte 1)
und fithren Sie eine normale Vibrationsrechnung durch (Energieparameter
der Basiswahl zum Beispiel 2 eV). Die berechneten Eigenwerte und Eigen-
funktionen werden nun zur Berechnung der Propagation des Wellenpaketes
gebraucht. Wenn Sie den Knopf 'Wellenpaketdynamik starten’ wéhlen, so
wird das Eigenwertproblem automatisch zuerst geltst, falls der Schalter auf
'Basis’ steht (siehe auch Figur [37]). Beschreiben Sie die zeitliche und rdumli-
che Entwicklung sorgfiltig. Fingabegrossen: Ry und « (Position und Breite
des Gausspaketes), Wellenzahl k = 27” in A=', Anzahl und Linge der Zeit-

schritte (35).
Aufgabe 5) Untersuchen Sie die zeitliche Entwicklung des Energieerwar-

tungswertes (siehe Terminal-Ausgabe). Ist diese im Einklang mit dem gew#hl-
ten k 7 Uberpriifen Sie die Wellenldnge (Grafik). Versuchen Sie die Unschérfen
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Wave packet, hor. axis R in Angstroem

Abbildung 34: Momentaufnahme eines bewegten Wellenpaketes (rot), zu-
gehoriges Potential (griin), Startpunkt bei R = 2A. Im Bereich des Poten-
tialberges (R ~ 4A) ist die Wellenldnge deutlich vergrossert. Ein Teil des
Paketes wurde bereits nach links reflektiert, der 'Rest’ bewegt sich immer
noch nach rechts.

fiir Ort, Impuls und Energie abzuschétzen. Man kann iibrigens k& beim Start
auch negativ wihlen (Bewegung nach links).

Aufgabe 6) Was passiert, wenn das Wellenpaket auf einen Potentialwall
trifft, dessen Hohe nach den Prinzipien der klassischen Physik eventuell zu
hoch ist (kpotl, Spalte 2 bis 4)? Beschreiben Sie Ihre Beobachtungen sehr
sorgfiltig. Erstellen Sie selbst Dateien mit Potentialkurven und untersuchen
Sie damit das Verhalten von Wellenpaketen. (Beispiel einer Momentaufnah-

me in Figur
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11.2.2 Methode iiber die Fouriertransformierte (FFT)

Die Basissatz-Entwicklung von Wellenpaketen, wie sie im letzten Unterab-

schnitt eingefithrt wurde, kann durchaus in ernsthaften (wissenschaftlichen)

Rechnungen angewendet werden. Es gibt allerdings auch Alternativen: Die

zeitabhéngige Schrodingergleichung HY(R,t) = ih%\I/(R, t) mit dem
(R)

Hamiltonoperator H = {_Fﬂ C+V

S hat die (formale) Losung

U(R,t) =en "t W(R,0), (49)

wie man leicht durch ableiten nach der Zeit ¢ und einsetzen nachpriifen kann.
Der zeitunabhéngige Operator H kann dabei wie eine Konstante behandelt
werden. Doch was soll dabei die Expontentialfunktion mit einem Operator
als Argument bedeuten? Wir halten uns einfach an die normale Taylorent-
wicklung

i 1 /—i T/—i  \? 1 /=i \*
eTHt = [1+1'<7;Hz)+2‘(7;m) +3|<7;Ht> +] (50)

fiir eine exakte Zeitentwicklung miisste der Hamiltonoperator also (im Prin-
zip) unendlich oft auf das Startwellenpaket angewendet werden. In Praxis
verwendet man die Taylorentwicklung nur bis zu einer niedrigen Ordnung,
dafiir aber mit kleinen Zeitschritten: At.

1 /=i 1 /=i N2
U(R,t + At) ~ [1 - <hZHAt> . <7;Hm> + ] U(R,1). (51)

Wellenpaketdynamik (1D)

[ Wellenpaket-Dynamik starten
Methode ( ) Basis (=) FFT
Gauss: a, rs(A) in Expl-a(r-rs)®2] | 5.0 2.0

k=2 pi / lambdalA) (Startimpuls)  15.0

Zeit: Anzahl, Intervall (fz) | 100 0.2

Abbildung 35: Eingabeparameter fiir die Wellenpaket-Dynamik.

In Programm Q2 wird die Taylorentwicklung bis zur 4. Ordnung ver-
wendet. Aber wie soll jetzt die Wellenfunktion dargestellt werden? (Eine
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Basissatzentwicklung ist ja nicht mehr moglich.) Die einfachste Methode
ist ein zeitabhéniger Vektor der Funktionswerte f;(t) = W(R;,t) auf einem
dquidistanten R-Raster R; = Ryin + (7 — 1)(Rmaz — Rimin)/(Jmae — 1) mit
(7 = 1, ..., jmaz)- Nun gilt es also in jedem Zeitschritt Potenzen des Ha-
miltonoperators H = [E—Tdd—; + V(R)} auf U(R;,t) wirken zu lassen. Der
Potentialteil V(R) allein wiire dabei sehr einfach zu behandeln, man miisste
bloss alle f;(¢) mit den entsprechenden V' (R;) multiplizieren. Problematischer
ist der kinetische Operator _Z—F/fdd—]; = % , welcher durch den Impulsopera-
tor p = —ihd% ausgedriickt werden kann. Hier kommt nun die sogenannte

Fouriertransformation ins Spiel: Ein Funktion f(R) im 'Ortsraum’ kann via

1
\V2mh

in den 'Impulsraum’ transormiert werden. Die Riicktrasformation ist durch

1 o0 ipz
f@) = o [ FO) - dp (53

gegeben. Diese Technik soll nun auf die Wellenfunktion W(R,t) angewen-
det werden, dgnn im Impglsraum ist die Wirkung des Differentialoperators
sehr einfach Z-W(p,t) = Z-W(p,t). (Beachten Sie den Unterschied zwischen

dem Operator p = —ih% und dem Impulswert p.) Gliicklicherweise gibt es
die sehr raffinierte Variante der 'Fast Fouriertransformation’ (FFT), welche
auf einem diskreten Gitter R; funktioniert. Besonders effektiv wird die FF'T,
Wenn jmas €ine Zweierpotenz ist. In unserem Programm wird jy,q, = 2% = 512
verwendet, da diese Anzahl gerade etwa eine verniinftige Grafikauflosung er-
gibt. Bei der Propagation eines Wellenpaketes lasst man also abwechslungs-
weise den kinetischen Teil des Hamiltonoperators im Impulsraum und den
potentiellen Teil im Ortsraum wirken.

—ipx

/_Z F(R)- e dR (52)

F(p) =

Aufgabe T) Probieren Sie die FFT-Variante der Wellenpaketdynamik mit
den verschiedenen Potentialen aus kpotl aus und vergleichen Sie mit der
Basisentwicklungs-Methode. Im Terminalfenster werden iibrigens noch eini-
ge interessante Grossen angezeigt.

Freiwillige Aufgabe 8) Untersuchen Sie die Detaileinstellungen beziiglich
Zeitschritt und Fensterfunktion im Programm wpfft (in vibld.py). Es ist fiir
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die numerische Stabilitdt verniinftig, die héchsten Impulse mit einer soge-
nannten Fensterfunktion zu ddmpfen. Informieren Sie sich iiber die Funkti-
onsweise der FFT.

12 Spektren und elektronische Ubergangsmo-
mente

12.1 Atomare ﬂbergangsmomente

Bei elektronischen Ubergéingen in einem Atom oder Molekiil sind die Energi-
en von Anfangs- und Endzustand verschieden. Die Energiedifferenz kann, wie
wir wissen, durch die Emission (Aussendung) bzw. Absorption (Aufnahme)
eines Photons ausgeglichen werden. Bei Molekiilen sind zusétzlich vibratori-
sche und/oder rotatorische Uberginge moglich, wobei wir uns hier auf Pro-
zesse beschrianken, bei denen das Trennungsprinzip nach Born-Oppenheimer
anwendbar ist. Eine exakte (mathematische) Beschreibung der Wechselwir-
kung unseres quantenmechanischen Systems mit Licht (oder allgemeiner elek-
tromagnetischer Strahlung) tibersteigt unsere Moglichkeiten bei weitem. Auf
mittlerem Niveau wére die sogenannte zeitabhéngige Storungsrechnung zu-
stdndig, noch besser wire eine Behandlung im Rahmen der Quantenelektro-
dynamik. Unser Ziel ist vor allem die Moglichkeit niherungsweise Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten, Spektren und Lebensdauern angeregter Zustédnde be-
rechnen zu kénnen. Zur Frage, welche Prozesse iberhaupt moglich sind, gibt
es einige grundsétzliche Regeln, die wir studieren werden. Bei der Emission
unterscheidet man spontane und induzierte Prozesse, die induzierte Emission
ist zum Beispiel fiir das Verstédndnis eines Lasers sehr wichtig.

Wird von einem Atom oder Molekiil Licht absorbiert oder emittiert, so
ist vor allem die Wechselwirkung mit dem oszillierenden elektrischen Feld be-
stimmend. Die Wellenlénge des Lichtes ist dabei normalerweise viel grosser
als der Atom- bzw. Molekiildurchmesser, so dass wir die rdumliche Variati-
on des elektrischen Feldes vernachliassigen kénnen. Dieses Prinzip fiihrt zur
sogenannten Dipolnéherung, wonach die Ubergangswahrscheinlichkeit von 1
(initial) zu f (final) proportional zum Quadrat des elektronischen Ubergangs-
dipolmomentes

6 = < Wil eri| Uy =3 [Wier wyav (54)
k k
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ist. In Gleichung sind die elektronischen Wellenfunktionen ¥; und ¥; im
Allgemeinen von mehreren Elektronenkoordinaten r; abhéngig, d.h. [ .....dV
bezeichnet die Integration iiber alle vorkommenden Elektronenpositionen.

Wie kénnen wir nun die Matrixelemente éf} berechnen? Fiir den An-
fang stellen wir uns ein Atom oder Molekiil mit nur einem Elektron vor.
Wir werden nur Fille betrachten, bei denen dem elektronische Anfangs- und
Endzustand die gleiche primitive Basis ¢,(x,y, z) zu Grunde liegt . Es
sind also Integrale der Form

/OO /OO /OO vi(z,y,2) x sz, y, 2) de dy dz (55)

zu berechnen, wobei z natiirlich auch durch die Komponenten y und z von 7
ersetzt werden kann. Fiir eine Gaussbasis sind diese Integrale einfach zu
berechnen. Die zusétzliche Variable (z.B. ) wird einfach zum entsprechenden
Potenzterm in 2" y* 2t e~ +¥°+2*) dazu geschlagen. Bei einem Einelektro-
nensystem spielt der Elektronenspin keine Rolle und es gilt die Auswahlre-
gel Al = +1 fiir elektronische Dipoliibergidnge. Der Bahndrehimpuls [ des
Elektrons éndert also um 1 (in Einheiten von #). (Einfache Plausibilitéitser-
klarung: Das Photon tragt Spin 1, es muss also Drehimpuls mit dem Atom
oder Molekiil ausgetauscht werden, da das Prinzip der Drehimpulserhaltung
nicht verletzt werden kann.) In einem H-Atom sind also z.B. s — s Ubergiinge
verboten, hingegen wére p — s erlaubt. Im Rahmen unseres Lernprogramms
beschréinken wir uns auf ’erlaubte’ Ubergiinge (=elektrische Dipoiiberginge),
die 'verbotenen’ Prozesse kommen in der Natur auch vor sind aber viel un-
wahrscheinlicher und liefern deshalb nur schwer beobachtbare Spektrallinien.

Aufgabe 1) Die angeregten Zustande 2p bzw. 2s eines Wasserstoffatoms ha-
ben Lebensdauern von etwa 1.6ns (1ns = 107%) bzw. etwa 0.12s. Erkliren Sie
qualitativ den (riesigen) Unterschied. (Der 2s Zustand heisst auch metasta-
bil, die Energiedifferenz zwischen den beiden Start-Zusténden ist iibrigens

(fast) Null.)

Wir versuchen nun mit unserem Programm die in der Aufgabe 1) erwéhnte
2p-Lebensdauer zu berechnen. Im Fall eines Einelektronensystems ist kei-
ne Summation iiber verschiedene Konfigurationen nétig. Da der 2-Teilchen-
operator nichts beitragt und der 1-Teilchen-Hamiltonoperator in unseren Or-
bitalen (ONB) diagonal ist, reicht es die Dipolmatrixelemente zu berechnen
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und in die ONB zu transformieren. Dazu muss der Wahlschalter bei Dipolmo-
mente auf Dip gestellt werden, weiter sollte der Schreibparameter mindestens
2 betragen und die Basis muss die entsprechenden Funktionen enthalten.

Aufgabe 2) Berechnen Sie das Ubergangsdipolmoment fiir 2p — 1s beim
H-Atom. Verwenden Sie die Basis b-h1-di (siche auch Figur . Tipp: 1s
erster Eigenwert, 2pz dritter Eigenwert, Sie finden also das Resultat (vom
Betrag 7.445945) als 1, 3 Dipol-ME. Die SI-Masseinheit des Ubergangsmo-
mentes wire Coulomb-Meter, im Programm ist aber die Elementarladung e
die Ladungseinheit und Distanzen werden in a.u. gerechnet.

Was sagt uns nun das Resultat aus Aufgabe 2)? Es gibt einen Zusammen-
hang zwischen der Rate Wy fiir den Prozess der spontanen Emission (Wahr-
scheinlichkeit pro Sekunde fiir 2p — 1s im H-Atom) und dem zugehorigen
Ubergangsdipolmoment éf} ;

w3

Wi = oo
f 3ncdegh

Ch (56)
Die Herleitung stammt iibrigens von Einstein und kann hier nicht erklart

werden. (Siehe Einstein-Koeffizienten, A. Einstein: Zur Quantentheorie der
Strahlung, Physikalische Zeitschrift 18 (1917) 121.)

Aufgabe 3) Berechnen Sie mit dem Resultat aus Aufgabe 2) und Gleichung
Wiy fiir 2p — 1s beim H-Atom. Dabei muss zuerst ©,; in Standardein-
heiten umgerechnet werden. Priifen Sie auch nach, dass W, in der Mass-
einheit s7! heraus kommt. Die Lebensdauer des 2p Zustandes ist demnach
T = Wi}l = 1.6ns. Genauer gesagt ist 7 die Zeit nach der noch der e-te
Teil (ca. 36.8%) der angeregten Atome iiberlebt haben. Zusitzliche Hinwei-
se: w = 2 f, f Strahlungsfrequenz, ¢ Lichtgeschwindigkeit, €y elektrische
Feldkonstante.

Nun erhohen wird die Elektronenzahl auf zwei (z.B. Heliumatom), wo-
bei dann der elektronische Zustand durch Konfigurationen der Form ([30))
bis dargestellt werden muss. Wie man leicht sieht, geben Matrixele-
mente zwischen Singulett- und Triplettzustinden wegen des Spinteils Null
(< a(1)B(2) — B(Da(2) | a(1)B(2) + B(1)(2) >= 0) . Wir haben also
die sehr wichtige Regel gefunden, nach der keine Dipoliibergénge zwischen
Zustanden verschiedener Multiplizitét (Spin) moglich sind.
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Basis | b-h1-di Methode (s) Basis () FFT

NameAusgabe dip Gauss: a, rs(A) in Expl-a(rrs)*2] | 5.0 2.0
Rel-Eneigieinau. | 0.000 | k=2 pi /lambdaln) (Startimpuls) | 15.0 |
2Pdn:1(py), 2(read) 3ffor) | 3 | Zeit: Anzahl, Intervall (fs) | 100 0.2
| sovommmmes 1  Elektronische Uebergangs- u. Dipolmornente
Elektronische Eingabeparameter speichern 1O Aus () Ueb (= Dip

Abbildung 36: Eingabebeispiel fiir die Berechnung von Dipolmatrixelementen
zum H-Atom.

Basis | b-he-d.txt Methode () Basis () FFT
NemeAusgabe he-dip | Gauss: a, 1s{A) in Explalrrs)’2] | 5.0 2.0
Ref-Energieinau. | 0.000 | k=2 pi /lambda(A) (Startimpuls) | 15.0 |
2Pdnt ifcak) 2(ead) | 2 Zoit: Anzahl, Intervall (fs) | 100 0.2
I  Elektronische Usbergangs- u. Dipolmomente
Elektronische Eingabeparameter speichern 1O Aus (* Ueb () Dip
e  mmmayezm 1

Gionchs Rechourg st | sz s o 1
 eeniemezm 1
e 6. e oD Nom) 17 251

Abbildung 37: Eingabebeispiel fiir die Berechnung von Dipolmatrixelementen
zum He-Atom.

Bei der Berechnung von Dipol- oder Ubergangmomenten nach Gleichung
(54) erstreckt sich die Summe tiber & = 1 bis & = 2. Wegen der Orthogona-
litdt der Orbitale ¢; ergeben nur Paare von Konfigurationen einen Beitrag bei
denen mindestens ein Orbital identisch ist. Das Dipolmatrixelement zwischen
den anderen beiden Orbitale wird mit den beiden Koeffizienten wj; entspre-
chend Gleichung gewichtet und ergibt einen Beitrag zu den gesuchten
drei Komponenten des Vektor éf} nach . Die hier nur grob skizzierten
Rechenschritte sind in der Routine 'makedip’ unseres Programms eingebaut.

Aufgabe 4) Berechnen Sie das Ubergangmoment fiir 'P(1s,2p) — 'S(1s?)
im Heliumatom. Verwenden Sie die Basis b-he-d, ein Eingabebeispiel findet

69



man in Figur[37] Das Resultat wird wiederum in atomaren Einheiten ausgege-
ben und betrigt etwa 0.417. Die Symmetrie des Zielzustandes (hier Grundzu-
stand) kann z.B. im blauen Bereich (links) eingetragen werden. Der Startzu-
stand und die beiden Eigenwertsnummern miissten dann in der griinen Zone
spezifiziert werden. Bei der Auswahl unter dem griinen Titel setzt man den
Punkt bei "Ueb’. Bestimmen Sie ferner nach Gleichung die Rate W, und
die Lebensdauer 7 des 'P(1s, 2p) Zustandes. (Resultate: W;; = 1.80- 10 s™*
und 7 = 0.556 ns. Der (erlaubte) Konkurrenz-Zerfall nach 'S(1s,2s) spielt
fiir die Lebensdauer keine Rolle, da die entsprechende Rate viel kleiner ist.)

Aufgabe 5) Untersuchen Sie auch Ubergangmomente zwischen zwei Zustéinden
gleicher Symmetrie. Setzt man die Auswahl auf 'Dip’ so wird das Dipolmo-
ment ©¢ berechnet (Anfangs- und Endzustand gleich). Berechnen Sie weite-
re Lebendauern von angeregten Heliumzustinden. Eine gute Quelle fiir den
Vergleich mit exakten Werten ist die Datenbank des National Institute of
Standards and Technology (http://www.nist.gov/pml/data/asd.cfm).

Das Dipolmoment eines Atoms ist grundsétzlich immer Null. Fiir Molekiile
ist das Dipolmoment ein Mass fiir seine Polaritat: HCI und H5O sind zum
Beispiel polar, Hy hingegen besitzt kein Dipolmoment.

12.2 Ubergangsmomente bei Molekiilen

Bei elektronischen Ubergéingen in Molekiilen dndert neben dem elektroni-
schen Zustand auch der Vibrationszustand (und der Rotationszustand). Durch
die Kombination dieser drei Freiheitsgrade kommt es héufig zu komplizier-
ten Spektren mit sehr vielen Linien. Reine Vibrationsiibergidnge (oder reine
Rotationsiibergéinge) sind nur bei polaren Molekiilen méglich, homonukleare
zweiatomige Molekiile (Hg, Oy, ...) erlauben also keine direkte Messung eines
reinen Vibrationsspektrums [3] . Anschaulich kann man diesen Sachverhalt
so verstehen: Ein polares Molekiil, welches vibriert oder rotiert stellt einen
zeitlich veranderlichen Dipol dar, mit dem das schwingende, elektrische Feld
der elektromagnetischen Welle wechselwirken kann.

Fiir unser (homonukleares) Standardbeispiel Hy soll nun die vibratori-
sche Struktur eines elektronischen Ubergangs untersucht werden. Als Beispiel
wihlen wir den Prozess B'X —X'¥¥, da wir fiir beide beteiligten elektron-
sichen Zusténde bereits Potentialkurven berechnet haben (siche Figur [32)).
Es handelt sich dabei um das sogenannte Lyman-Band (nach Th. Lyman
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1874 bis 1954). Fiir einen erlaubten (elektronischen) Dipoliibergang im Hj
gelten die Auswahlregeln AA = 0 oder AA = +1, AS =0 und g — u oder
u — ¢g. Eine Begriindung dieser Regeln {ibersteigt unsere Moglichkeiten, wir
sehen aber, dass sie fiir unser Beispiel erfiillt sind. Figur [38| zeigt einen winzi-
gen Ausschnitt des experimentellen Ho-Spektrums im ultravioletten Bereich
bei einer Wellenlénge von ungefihr 133nm (Quelle: Homepage von MOLAT
Paris Observatory http://molat.obspm.fr/index.php). Die ganze Liste um-
fasst fiir das Lyman-Band alleine schon 19585 zugeordnete Spektrallinien,
eine beeidruckende wissenschaftliche Leistung. Wegen der vielen Vibrations-
und Rotationszustdnde konnen wir unmoglich das gesamte Spektrum nach-
rechnen. In einem ersten Schritt werden wir die Rotation vollstdndig beiseite
lassen.

74?00 ~ 7‘9!00
a 8 a -] 0 (-]
§ § g § 3 %2 (3) ¢ $ E £ §
= -4 = [ = = [ ] 2 o = T T
| 1 ] I I I |

e

)

Abbildung 38: Ausschnitt des Spektrum zum Ubergang B! —X'S} im Hy
(Lyman Band). Die Zahlen unten bedeuten Wellenldngen in nm. Die mit 8955
angeschriebene Linie gehort zum Beispiel zum Anfangszustand n’ =0, J' =0
und zum Endzustand n” = 4, J” = 1, wobei n die Vibrationsquantenzahl
und J die Rotationsquantenzahl bezeichnet.

Vorerst kiimmern wir uns nur um das elektronische Ubergangdipolmo-
ment

SHH(R) =32 < WilR) | —eri | Wy(R) > + < W | Wy > Y ZeR,. (57)
) .

J
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welches nun vom Abstand R zwischen den Atomen abhéngt, da es um ein
Molekiil geht. Der zweite Term in beschreibt den eventuellen Beitrag
vom Dipolmoment der Kerne, der aber verschwindet, wenn das Molekiil ho-
monuklear ist (30, Z; e R; = 0) oder wenn der elektronische Zustand beim
Ubergang dndert (< W; | U >=0).

Aufgabe 5) Berechnen Sie die Ubergangmoment-Funktion éf}(R) fiir den
Ubergang B!'S+ —X'Y} (Lyman Band) im Hy Molekiil. Die nétige Eingabe
entspricht Figur (fiir das Helium-Atom), ausser dass jetzt die Symme-
trieangaben zu Anfangs- und Endzustand gleich sind, andererseits aber die
EW-Nummern ungleich (1 und 2) gewihlt werden miissen. Als Basis kann
wie bei der Berechnung der entsprechenden Potentialkurven (Figur b-
h2-k3 verwendet werden. Auch hier wird bei sehr kleinen Absténden R das
Problem von zusétzlichen (unsinnigen) Geister-Losungen auftreten. Warum
kann nur die Komponente in Richtung der Molekiilachse (z) einen Beitrag
liefern? (Resultat siehe Figur , die entsprechende Datei mit den Zahlen-
werten werden wir bald wieder verwenden.)

13 Vibration, kombinierte Ubergiinge, Franck-
Condon-Faktoren

Unser erstes Ziel ist die Berechnung des Spektrums fiir einen (kombinierten)
vibratorisch-elektronischen Ubergang (’vibronic transition’). Im Rahmen der
Born-Oppenheimer-Néherung wird der ’vibronische’ Zustand als Produkt

(R, 7, 7) = UH(R, 7, 7) - WP(R) (58)

einer elektronischen und einer vibratorischen Wellenfunktion geschrieben,
wobei sich der elektronische Faktor jeweils sehr schnell an den schwankenden
Kernabstand R anpasst. Bilden wir nun das Ubergangsmatrixelement

=000

S =< W, | zkj erp | Uy >= /0 SeL(R)W (R) W (R)dR, (59)

so ist offenbar das Produkt der elektronischen Ubergangsmomentfunktion
und der beiden beteiligten vibratorischen Wellenfunktionen iiber den Bereich
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Abbildung 39: Ubergangmoment-Funktion éf}(R) (z-Komponente) fiir den
Ubergang B'SF —X'S} (Lyman Band) im Hy Molekiil.

der Kernabstinde R zu integrieren. Die Ubergangsrate Wi’}/”” vom elektroni-
schen Anfangszustand i (Vibrationszustand n’) zum Endzustand f (Vibrati-

onszustand n”) ist proportional zu | H?}”” |>. Fiir die Berechnung der Rate

gilt auch hier Gleichung , wobei natiirlich éf} durch 6?}”” ersetzt wird.

An dieser Stelle ist eine Vorbemerkung zur Rotation angebracht, wei-
tere Details folgen im néchsten Abschnitt. Beim elektronischen Ubergang
B'YF XS haben weder der Anfangs- noch der Endzustand einen (elek-
tronischen) Drehimpuls in Richtung der Molekiilachse. In diesem Fall gilt die
Rotationsauswahlregel A¢ = 41, die Rotationsquantenzahl ¢ > 0 muss also
andern. Die einfachsten Verhéltnisse haben wir, wenn im Anfangszustand
¢ = 0 gilt, denn dann folgt zwangsldufig ¢ = 1.

Aufgabe 1) Berechnen Sie é?}”” und W™ fiir den Prozess B'S] —X!'S/
(Lyman Band) im Hy Molekiil. Verwenden Sie fiir die Rotationsquantenzah-
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Vibratorische Uebergaenge

Mamen Vibrationsdateien | viym1R1 vliym2R0
Maximale Werten 5 12

Name Resultate | wiflym01

Vibratorische Uebergaenge rechnen

Abbildung 40: Eingabebeispiel zu Aufgabe 1: Links steht der Name der
Vibrations-Endzustdnde mit dem maximal gewiinschten n”, rechts sieht man
die entsprechenden Angaben fiir den vibratorischen Anfangszustand.

len ¢/ =0 bzw. ¢” = 1. Als Vorbereitung miissen also die Vibrationsenergien
und Wellenfunktionen zu den erwédhnten Rotationszusténden berechnet wer-
den. Weitere Erkldarungen kommen im néchsten Abschnitt. Einen Hinweis
zur Programmbedienung findet man in Figur [40]

Resultate In Figur [41| sind Ergebnisse fiir VV[}’”H zu Aufgabe 1 dargestellt.
Auffillig ist einge gewisse Regelméssigkeit in den farbig dargestellten Serien
zum gleichen Vibrationsendzustand n”. Man sieht eine befriedigende Uber-
einstimmung zwischen Rechnung und Experiment, sowohl beziiglich Energie
als auch fiir die Ubergangsraten zu den einzelnen Spektrallinien. Man muss
sich bewusst sein, dass das Spektrum viel kompliziertere wird, wenn noch
hohere Rotationszustédnde beriicksichtigt werden.

Wie koénnen die bisherigen Ergebnisse in diesem Kapitel interpretiert wer-
den ? Wir haben die Ubergangswahrscheinlichkeiten der spontanen Emissi-
on zwischen Vibrationsniveaus, die zu verschieden elektronischen Zustédnden
gehoren, berechnet. Die Intensitdt der entsprechenden Spektrallinien héangt
also nach einerseits von der elektronischen Ubergangsmomentfunktion
ab, andererseits aber auch davon, wie gut die beteiligten Vibrationswellen-
funktionen ’zusammenpassen’. In Figur 42| ist der Sachverhalt bildlich dar-
gestellt: Die Pfeile (griin fir Emission bzw. blau fiir Absorption) verbinden
Beispiele von Vibrationswellenfunktionen, die eine relativ grosse Ubergangs-
wahrscheinlichkeit versprechen. Manchmal vernachléssigt man naherungseise
die R-Abhéngigkeit der elektronischen Ubergangsmomentfunktion und be-
schriinkt sich auf die Integrale [;° WU°(R)W?(R)dR, welche dann Franck-
Condon-Faktoren genannt werden.
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Abbildung 41: Ubergangsraten VVZ.’}/”" fiir den Ubergang B!} —=X'3} (Ly-
man Band) im Hy Molekiil. Anfangszustand n’ = 0,...,12, (¢ = 0), End-
zustand n” = 0,...,5, (" = 1). Messwerte (MOLAT Paris Observatory
http://molat.obspm.fr/index.php) gestrichelt verbunden, Rechnung durge-
zogene Linie.

13.1 Rotation

Zur vollstindigen Beschreibung der Bewegung von zwei Kernen im Raum
brauchen wir 6 (z.B. kartesische) Koordinaten. Drei dieser Koordinaten be-
schreiben die Position des Schwerpunktes, welche uns nicht interessiert. Wir
beniitzen immer das CM-System (center of mass), in dem der Schwerpunkt
ruht. Es ist nun zweckmaéssig Kugelkoordinaten (R, ¥, ¢) zu verwenden, wo-
bei R (wie immer) den Kernabstand bezeichnet. Bei der Behandlung der
Vibration eines zweiatomigen Molkiils haben wir nach Gleichung nur
die Oszillation von R untersucht. Genau genommen stellen aber Vibration
und Rotation eine gekoppelte dreidimensionale Bewegung dar. Die Richtung
der Molekiilachse wird durch die beiden Polarwinkel (¢, ¢) beschrieben. An-
dererseits haben wir es aber auch wieder mit einem hierarchischen System
zu tun: Die Schwingungsbewegung ist deutlich schneller als die Rotation und
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Energy

Abbildung 42: Veranschaulichung kombinierter elektronisch-vibratorischer
Uberginge: Eine relativ hohe Intensitéit ist zum Beispiel fiir den Absorp-
tionsprozess v/ = 0 — v/ = 2 (blauer Pfeil) und fiir den Emissionsprozess
V' =0 — V" =2 (griiner Pfeil) zu erwarten. Rotlich getont sind die Vibrati-
onswellenfunktionen zu den beiden Potentialkurven dargestellt.

wir konnen in guter Naherung eine Produktwellenfunktion

R

ansetzen. Dies fithrt zu einer ergénzten Schrédingergleichung der Vibration

U(R, 9, p) =V (R) (60)

R RO+ 1)

Vipy — gV
2 AR + e +V(R)| ¥,/ (R) = EY, (R), (61)

welche als Parameter die Rotationsquantenzahl ¢ enthélt. (Der Term %

wird oft ”Zentrifugalpotential” genannt.) Die Rotationsbewegung ist eben-
falls quantisiert, die moglichen Werte sind ¢ = 0, 1, 2, ...., wobei h2€(€ +1)
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den Eigenwert des Drehimpulsquadrat-Operators L? darstellt. Die Kompo-
nente m des Drehimpulses beziiglich einer bestimmten Achse kann dann die
20+1 Werte —/, ...., £ annehmen. Die Energie héngt nicht von dieser "magne-
tische” Quantenzahl m ab. In einem Magnetfeld kénnen die Energieniveaus
aber als Funktion von m aufspalten (Erkliarung der Bezeichnung). Die Her-
leitung der Gleichung iibersteigt unsere Mdoglichkeiten, insbesondere die
Transformation des Laplaceoperators in Kugelkoordinaten und die Definition
der Kugelfunktionen Y;,,(?, ¢) soll uns nicht weiter beschéftigen. Rotations-
spektren sind eine sehr wichtige Methode zur experimentellen Bestimmung
von Bindungsabstinden in (einfachen) Molekiilen.

Die Schrédingergleichung mit Zentrifugalpotential kann wie gewohnt
(numerisch) gelost werden. Die Eigenwerte E enthalten dann aber auch
die Rotationsenergie. Oft ist wird folgende Nédherung verwendet: Man ver-
nachléssigt die R-Abhéingigkeit des Zentrifugalterms und ersetzt R durch den
Gleichgewichtsabstand R.. Damit erhélt man

R20(0 + 1 R20(0+ 1
(e+1) o B+

E =~ E, —
vt TR 27

(62)
wobei J fir das Tragheitsmoment des Molekiils (Abstand R.) beziiglich des
Schwerpunktes steht. Im Rahmen dieser Approximation bildet man also ein-
fach die Summe der rein vibratorischen Energie F,; nach Gleichung
und der rotatorischen Energie E,. eines starren 'Hantel-Molekiils’. In der
Literatur wird oft die sogenannte Rotationskonstant B, = ﬁ eines Mo-
lekiils definiert, womit dann E,, =~ hcB.l(¢ + 1) gilt. Die Masseinheit von
B, entspricht einer reziproken Linge, d.h. B, wird iiblicherweise in cm™!
angegeben. Spektroskopiker lassen dann normalerweise das hc weg und in-
terpretieren cm™! als Energieeinheit (8065.48 cm™" = 1 eV). Unter

http://webbook.nist.gov/cgi/cbook.cgi ....

sind viele Konstanten zweiatomiger Molekiile aufgelistet, die Originaldaten
stammen vor allem aus dem sehr bekannten Buch von K.P. Huber und G.
Herzberg, Constants of Diatomic Molecules. Fiir den Grundzustand von H,
findet man B, = 60.85 cm™' (und w, = 4401 cm™!) und entsprechend fiir
den angeregten Zustand B'S} B, = 20.02 ecm ™! (und w, = 1358 cm™!). Die
Schwingungskonstante w, erlaubt die Berechnung der Vibrationsenergien in
der harmonischen Néaherung F,; ~ we(n + %), welche normalerweise nur fir
die tiefsten Zusténde einigermassen stimmt. Die harmonische Ndherung geht
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von einem quadratischen Potential V(r) = 1k(R — R.)? aus und entspricht
also dem harmonischen Oszillator. Die 'Federkonstante’ k£ hiangt dann (wie
in der klassischen Mechanik) geméss w = \/E mit der Kreisfrequenz w (in
Hz) zusammen.

Aufgabe 2) Berechnen Sie mit dem Programm fiir den Grundzustand von
Hy zu ¢ =0, 1, 2 und 5 die Energien der tiefsten 5 Eigenwerte (n=0, 1,...,4)
(Vibration und Rotation kombiniert). Uberpriifen Sie fiir jedes n, wie gut
die approximative Formel des starren Rotators F,. ~ hcB.l({+ 1) gilt. Wel-
che Werte erhalten Sie fiir die Rotationskonstante B.? Testen Sie weiter die
harmonische Naherung E,;, ~ w.(n + %) fiir die Vibration. Welchen Wert w,
erhalten Sie aus den tiefsten beiden Vibrationseigenwerten zu ¢ = 07

Aufgabe 3) Warum sind B, und w, fiir den angeregten Zustand B3 kleiner
als fiir den Grundzustand? Argumentieren Sie rein qualitativ durch Vergleich
der Potentialkurven.

Aufgabe 4) Wiederholen Sie die Berechnungen aus Aufgabe 2) fiir den an-
geregten Zustand B3

Aufgabe 5) Wie lassen sich aus (gemessenen) Rotationsspektren die Bin-
dungslédngen fiir zweiatomige Molekiile berechnen?

Aufgabe 6) Weisen Sie algebraisch nach, dass fiir das Tragheitsmoment
(beziiglich Schwerpunkt) J = pR? gilt. Tipp: Driicken Sie die beiden Distan-
zen vom Schwerpunkt zu den Kernen durch mq, msy und Rg aus.

Fleiss-Aufgabe 7) Berechnen Sie fiir die spontane Emission B!'X —X'3¥
(Lyman Band) im H, Molekiil die Photonen-Energien fiir einige Anfangs-
zustdnde mit ¢ > 0. Nach der Auswahlregel Al = +1 gibt es jeweils zwei
verschiedene Rotationsendzustéinde. Vergleichen Sie mit den Messwerten in
http://molat.obspm.fr/index.php und kommentieren Sie. Unterscheiden Sie
die absolute Genauigkeit der Photon-Energien und die relative Genauigkeit
innerhalb einer Serie zu den gleichen Vibrationszusténden.

Interessant wére noch die Frage nach den Intensitdtsverhéltnissen der Spek-
trallinien bei mehreren moglichen ¢”-Werten. Dazu miisste man Matrixele-
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mente zwischen Rotationszustédnden berechnen, was unseren Rahmen sprengt.
(Wir haben ja auch auf die Behandlung der Rotationseigenfunktionen ver-
zichtet, da dies zu weit in den Bereich der Drehimpulsalgebra fithren wiirde.

13.2 Anregungen fiir weitere Untersuchungen

Im letzten Abschnitt haben wir als Beispiel das Emissionsspektrum des Lyman-
Bandes (B'X} —X'X1) im Hy Molkiil (teilweise) berechnet. Es géibe natiirlich
noch viele weitere angeregte Zusténde, die man in dhlicher Weise untersuchen
konnte. Insbesondere waren bis jetzt noch keine II-Zusténde involviert. Hier
wire also noch ein weites Ubungsfeld vorhanden. Es wurde schon erwihnt,
dass bei homonuklearen Molekiilen (ohne elektronischen Ubergang) keine
Messung von Rotations- oder Schwingungsspektren moglich ist. Mit der raf-
finierten Technik der Raman-Streuung (von Licht) lassen sich aber doch rein
vibratorisch-rotatorische Uberginge indirekt beobachten. Dazu ldsst man La-
serlicht auf das zu untersuchende Molekiilensemble auftreffen. Im gestreuten
Licht dominiert die eingestrahlte Primérfrequenz sehr stark. Daneben gibt es
aber schwache, leicht verschobene Frequenzanteile, wobei sich die Frquenzver-
schiebung einem vibratorisch-rotatorischen Ubergang im bestrahlten Molekiil
zuordnen lisst. So betrachtet wire also die Berechnung von Ubergangsfre-
quenzen zwischen Zustdnden zur selben Potentialkurve beim H, durchaus
sinnvoll.

Weitere elektronische Rechnungen wiren zu Ionen wie LiT, Be™™ oder
zum Molekiil-Ton HeH" moglich. Es wird angenommen, dass HeH' die er-
ste Verbindung war, die sich in der Geschichte des Universums gebildet hat.
Wegen der ungleichen Kernladungen besitzt HeH™ ein elektrisches Dipolmo-
ment und ist damit (direkt) reiner Rotations- oder Vibrationsspektroskopie
zugénglich.

Interessant wiren auch Uberginge von einem gebundenen (elektronischen)
Zustand auf eine dissoziative Potentialkurve. Das Rechenprinzip nach Glei-
chung bleibt richtig, allerdings kommt es zu einem kontinuierlichen Spek-
trum, da die Schrédingergleichung fiir die untere Potentiallurve zu einem
ganzen Energiebereich eine Wellenfunktion liefert, welche das dissozierende
Molekiil beschreibt. Die Berechnung von ungebundenen Kernbewegungswel-
lenfunktionen ist nach den im Abschnitt eingefithrten Methoden (Basis
oder FFT) moglich. Die Auswertung von Matrixelementen nach Gleichung
(59) zwischen gebundenen Vibrationsfunktionen und zeitabhéngigen Wellen-
paketen miisste noch eingebaut werden. Diese Erweiterung von Q2 wire ein
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Abbildung 43: Elektronischer Ubergang zu einem ungebundenen Zustand am
Beispiel KrF' (Anwendung beim KrF-Excimerlaser).

dankbares Projekt fiir 'Programmierer’. Figur 43| zeigt einen entsprechenden
Elektroneniibergang am Beispiel KrF. In der photolithographischen Herstel-
lung von elektronischen Bauteilen spielen KrF-Laser eine grosse Rolle. (Das
neutrale HeH, welches von Nobelpreistrager Wolfgang Ketterle untersucht
wurde, besitzt {ibrigens keinen gebundenen Grundzustand.)

Neben der Berechnung der Zweiteilchenintegrale konnten auch andere re-
chenintensive Programmteile in FORTRAN oder eine andere Sprache ’iiber-
setzt” werden, da der Python-Interpreter so extrem langsam ist.

14 Spin-Bahnkopplung und weitere Ausblicke

Bei der Behandlung des Wasserstoffatoms haben wir die Hauptquantenzahl
n und den Bahndrehimpuls [ zur Klassifizierung von Zustdnden verwendet.
Der Spin des Elektrons spielte keine Rolle und die (elektronische) Energie
FE,, war unabhéngig von [.

Nun ist aber so, dass der Bahndrehimpuls des Elektrons zu einem Ma-
gnetfeld fiithrt, mit dem das magnetische Moment des Elektronenspins wech-
selwirkt und zu einem Drehimpuls J koppelt. Fiir [ > 0 ergeben sich zwei
verschiedene J-Werte mit leicht unterschiedlicher Energie. So erhélt zum Bei-
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Hauptenergieniveau Feinstruktur Hyperfeinstrukturaufspaltung
(Bohr) (Dirac, Lamb)

fo = 24 MHz

fo =177 MHz

f(] =59 MHz

fo = 1420 MHz

Abbildung 44: Feinstruktur- und Hyperfeinstruktur beim H-Atom. Die Figur
ist nicht massstablich, damit die sehr kleinen Aufspaltungseffekte sichtbar
werden.

spiel die berithmte H,-Linie (3s — 2p) eine Doppelstruktur mit einer Auf-
spaltung A\ ~ 0.016nm (entspricht ca. 0.0000453eV). Ubrigens ist es vom
Elektron (mit seinem Spin) aus gesehen das Proton, das sich bewegt und zu
einem Magnetfeld fithrt (siehe g-Faktor in Aufgabe 1)). Eine korrekte (rela-
tivistische) Behandlung der Spin-Bahn-Kopplung iibersteigt unsere Moglich-
keiten bei weitem. Der Effekt der Spin-Bahn-Kopplung steigt mit zuneh-
mendem Z (Kernladungszahl), wird also bei schwereren Elementen immer
wichtiger. Die sehr bekannte, gelbe Natriumlinie zeigt zum Beispiel bereits
eine Aufspaltung von etwa 0.6nm. Werfen Sie beim Grillieren etwas Kochsalz
in die Glut und erinnern Sie sich daran, dass das intensive gelbe Licht wegen
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der Spin-Bahn-Kopplung aus einer Doppellinie besteht.

Neben der Spin-Bahnkopplung gibt es noch weitere relativistische und
quantenelektrodynamische Effekte wie zum Beispiel die Lamb-Verschiebung
(Lamb shift). In Figur 44| betragt die Aufspaltung zwischen den Niveaus 25 -
und 2p; /2 etwa 0.0000044eV. Die Entdeckung dieses Phinomens durch W.
Lamb im Jahre 1951 (Nobelpreis 1955) war fiir die Entwicklung der Quanten-
elektrodynamik sehr wichtig.

Die Konsequenzen der Wechselwirkung des Kernspins mit dem Magnet-
feld der Elektronen nennt man Hyperfeinstruktur. Der elektronische Drehim-
puls J koppelt mit dem Kernspin I zu einem (ebenfalls quantisierten) Ge-
samtdrehimpuls F. Die Aufspaltung des Wasserstoff-Grundzustandes (F = 0
und F = 1) betréigt etwa 5.9-107%V, was einer Radiofrequenz mit einer Wel-
lenldnge von ca. 21cm entspricht. Diese ’21-cm-Linie’ hat eine sehr grosse
Bedeutung in der Astronomie (Radio-Teleskope, Messung der Dopplerver-
schiebung). Auf der Hyperfeinstruktur-Energiedifferenz bei 133Cs beruht die
heutige Definition der Einheit Sekunde:

The second is the duration of 9 192 631 770 periods of the radiation corre-
sponding to the transition between the two hyperfine levels of the ground state
of the caesium 133 atom. (Quelle: Bureau International des Poids et Mesures
(Hrsg.): The International System of Units (SI), 8. Auflage 2006)

Der Kernspin des Wasserstoffatoms (ein Proton) betrégt I = % In einem &us-
seren Magnetfeld B kommt es zu einer Aufspaltung nach der z-Komponente
I, = j:% (Zeemanneffekt). Bei B = 1T entspricht diese Energiedifferenz
zum Beispiel einer Frequenz von 42.58 MHz. Das medizinische Diagnose-
Verfahren MRI (Magnetic Resonance Imaging) beruht auf der Wechselwir-
kung von elektromagnetischer Strahlung (Radiobereich) mit den Kernspin-
Ubergingen in den Wasserstoffkernen im Korper des Patienten. In Figur
ist eine MRI-Aufnahme eines Kniegelenkes zu sehen, welche feine Details im
weichen Gewebe erkennen lédsst. Im Gegensatz zur Rontgendiagnostik kommt
es bei MRI-Aufnahmen nicht zu einer Belastung mit ionisiernder Strahlung.

Aufgabe 1 Stellen Sie sich auf den Standpunkt des Elektrons (Grundzu-
stand) im Bohr’schen Atommodell fiir das H-Atom. Berechnen Sie die Ma-
gnetfeldstarke B, welche das (scheinbar) kreisende Proton am Ort des Elek-
trons erzeugt. Verwenden Sie die bekannte Formel B = “2%[ fiir einen Kreis-
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Abbildung 45: MRI-Aufnahme eines Kniegelenkes.

strom und brauchen Sie das Bohr’sche Modell zur Berechnung der Stromstérke
I. Berechnen Sie damit die Feinstrukturaufspaltung fiir den 2p Zustand des
H Atoms. Die Energiedifferenz ergibt sich mit Hilfe des magnetischen Mo-
mentes gup als AE = BgugAJ. (Bohrmagneton up = % ~9.27-10724]/T,
Lande-g-Faktor g ~ 2, AJ = 1 zwischen 2p3/, und 2p, »)

Resultat und Kommentar: B =~ 0.39T, AE =~ 0.00045eV. Der Wert fiir
die Energieaufspaltung stimmt erstaunlich gut, wenn man bedenkt, dass das
(falsche) Bohr’sche Modell verwendet wurde. Bemerkenswert ist noch, dass
die Feldstirke B (im H-Atom) in der gleichen Grossenordnung liegt, wie bei
einem MRI-Tomographen. Der g-Faktor kann hier nicht begriindet werden.
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